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UN MODELO MIXTO DE ELEMENTOS FINITOS PARA PLACAS
COMPUESTAS MULTICAPAS

Braian A. Desia®

Resumen

Se presenta un modelo mixto de elementos finitos para la resolucién numérica de placas
multicapas. El objeto principal es analizar cada capa como una placa aislada, donde la
continuidad de desplazamientos se logra mediante multiplicadores de Lagrange. Este
procedimiento nos permite trabajar con cualquier modelo para placa simple (de manera de
asegurar el adecuado comportamiento de cada capa), y la complejidad del sistema multicapas
se evita asegurando la condicion de desplazamientos mediante los multiplicadores de
Lagrange (que representan variables estaticas). Un principio variacional mixto es desarrollado
para derivar las ecuaciones que gobiernan el problema. La forma débil de las ecuaciones de
equilibrio es discretizada mediante elementos finitos cuadrilateros bi-lineales, tanto para el
campo de desplazamientos como para el de los multiplicadores de Lagrange. El bloqueo por
corte es evitado en base a la técnica de interpolacion mixta de las componentes tensoriales
(MITC). Una estrategia para resolver el problema de autovalores es tratada. Se ha
implementado este modelo mixto, llevandose a cabo diversos ejemplos para andlisis lineal
estatico y vibraciones que han sido contrastados exitosamente con otros resultados de la
literatura.

Palabras Clave: Elementos finitos mixtos, Placas multicapas, Multiplicadores de Lagrange,
Tensiones interlaminares.

Abstract

A mixed finite element model to numerical solving of multilayered plates is presented. The
main aim is to analyze each layer as an isolated plate, where the displacement continuity is
achieved by means Lagrange multipliers. This procedure allows us to work with any model for
single plate (to ensure the proper behavior of each layer), and the complexity of the multilayer
system is avoided assuring the displacement condition by Lagrange multipliers (which represent
static variables). A mixed variational principle is developed to derive the governing equations of
the problem. The weak form of the equilibrium equations is discretized by bi-linear quadrilateral
finite elements, both to the field of displacement and to the Lagrange multipliers. The shear-
locking is avoided based on the technique of Mixed Interpolation of Tensorial Components
(MITC). A strategy to solve the eigenproblem is treated. This mixed model has been
implemented, carrying out several examples for linear static analysis and vibrations which have
been successfully compared with other results of the literature.

Keywords: Mixed finite elements, Multilayered Plates, Lagrange multipliers, Interlaminar
stresses.
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Notacion

Toda la notacion empleada es oportunamente definida en el texto.

A lo largo del presente trabajo se aplica, salvo indicacion, el convenio de sumacion, también
denominado notacion de Einstein o notacion indicial. indices Griegos en minGscula y Latinos en
mayuscula toman los valores 1,2,3 y 1,2, respectivamente. En un sistema de coordenadas
cartesianas,

3 2
aaba=zaaba aMbM=ZaMbM
a=1 M=1
3 2
aay b]/ = Z aay b]/ ayn bN = Z ayn bN
y=1 N=1

Asi mismo, vale destacar que el convenio de sumacion no aplica para indices Latinos en
mindscula.
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1 INTRODUCCION

Los materiales compuestos son dos o0 mas materiales combinados que a escala
macroscoépica constituyen un tercer material con propiedades mejoradas para un determinado
problema. En particular, los materiales compuestos avanzados (también denominados
“Composites”) son aquellos formados por fibras de alta performance embebidas en una matriz,
la cual puede ser metdlica como aluminio, polimérica como resina epoxi (polimero
termoestable), o ceramica. Las fibras confieren altas propiedades fisicas al material en la
direccion de las mismas, mientras que la matriz las mantiene ligadas y les brinda proteccién
ambiental. Ejemplos tipicos de compuestos avanzados son grafito/epoxi, Kevlar®/ep0xi y
boro/aluminio.

Si bien los composites tienen su origen en la industria aeroespacial, en la actualidad, con el
desarrollo de las técnicas de manufactura y la reduccion de costos de la materia prima, son
ampliamente utilizados en diversas ramas de la ingenieria, tales como la industria civil, naval,
aeronautica y mecanica, para la construccion de estructuras como cascos de embarcaciones
deportivas, tanques a presion y hélices de aerogeneradores, entre otras. Las ventajas que
estimulan su aplicacioén residen en la alta relacién resistencia/peso vy rigidez/peso, resistencia a
la corrosion, buen comportamiento a la fatiga, bajo coeficiente térmico en la direccién de la fibra
y otras propiedades superiores respecto de los materiales convencionales como el acero o el
aluminio. En la aviacion, por ejemplo, la reduccién de peso tiene una directa relacién con los
costos de operacion: una disminucion de 0.500 kilogramos de masa en aeronaves comerciales
permite salvar 1500 litros de combustible por afio (los gastos de combustibles representan un
25% del costo de operacion de una aerolinea comercial) y aumentar la autonomia de vuelo
(Kaw, 2006). En materia de estructuras civiles, la utilizacion de composites en tableros de
puentes se ha ido incrementado debido principalmente a su bajo peso propio (aprox. un 20%
de un tablero de hormigén equivalente) que permite un rapido montaje y resulta atractivo en
puentes moviles (Vinson & Sierakowski, 2004). Otras aplicaciones en estructuras civiles que se
pueden citar son la utilizacion de perfiles pultruidos (“Pultruded Profiles”) en reemplazo de
perfiles metdlicos y el empleo de fibra de carbono en la reparacién y/o refuerzo de estructuras
de hormigén (Pendhari et. al., 2008). Un extenso desarrollo del empleo de los compuestos
avanzados puede verse en Jones (1999), Kaw (2006).

Elementos estructurales de materiales compuestos, como vigas, placas y céscaras
multicapas, son formados por capas de diferentes materiales que se encuentran perfectamente
ligadas entre si, presentando una conducta anisétropa en la direccién del espesor. En los
laminados compuestos, laminas reforzadas por fibras, cominmente continuas vy
unidireccionales, son apiladas y orientadas de acuerdo a los requerimientos de disefio, a los
efectos de optimizar el uso del material. Por ejemplo, si un laminado presenta una secuencia de
apilamiento (“stacking sequence”) con fibras alineadas a 30° 6 45°, éstas resultan adecuadas
para absorber esfuerzos de corte (Reddy, 2003). Por lo tanto, cuando nos referimos a
estructuras compuestas, el disefio no debe sdlo limitarse a la geometria de la estructura, sino
también al material. Ademas de los laminados, otros compuestos multicapas son las
estructuras inteligentes con materiales piezoeléctricos, los paneles sandwichs, y los materiales
funcionalmente graduados (FGMs, Functionally Graded Materials).

Por su naturaleza heterogénea a escala microscopica, los materiales compuestos presentan
una condicién anisétropa que conduce a un complicado comportamiento mecéanico que difiere
al de los materiales is6tropos tradicionales. A modo de ejemplo, mientras que un esfuerzo axial
causa un estiramiento en la direccion del mismo y una contraccion en la direccion perpendicular
en los materiales isotropos, la misma solicitacion en los materiales anisétropos provoca
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ademas una deformacion por corte debido al acoplamiento corte-extension (“shear-stretching
coupling”), tal como se muestra en la Figura 1.1 (Jones, 1999).

! B

] ak

¥

ISOTROPO ANISOTROPO

Figura 1.1: Comportamiento mecanico de materiales isétropos y anisétropos.
(Trazo discontinuo: configuracion inicial. Trazo continuo: configuracién deformada).

Varios casos de acoplamiento en estructuras laminadas son ilustrados en la Figura 1.2: a)
flexién-extensién (“bending-stretching coupling”) en laminado compuesto no simétrico (0°/90°),
b) acoplamiento torsion-extension (“torsion-stretching coupling”) en dos laminas con fibras a 186,
y ¢) acoplamiento corte-extension con todas las ldaminas en angulo 6, con 0°< 8 <90° (Barbero,
1999).

c)

Figura 1.2: Efectos del acoplamiento. a) Flexién-extension, b) torsién-extension, y c) corte-extension.
(Trazo discontinuo: configuracion inicial. Trazo continuo: configuracion deformada).
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Dentro de la mecéanica del soélido, los problemas de placas, asi como muchos otros, son
modelados matematicamente mediante Ecuaciones Diferenciales Parciales (PDE, Partial
Differential Equations), donde variables fisicas como desplazamientos, tensiones vy
deformaciones, son asumidas funciones continuas del espacio, y el sélido es analizado como
un ensamble de elementos infinitesimales. El conjunto de PDE que describen el problema es
comunmente denominado como la forma fuerte del mismo y muy pocas veces puede ser
resuelto exactamente. En algunos casos, se admite el uso de soluciones expresadas en forma
de series. Como ejemplo, se cita la ecuacion de Germain-Lagrange de placas delgadas
(Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 1959),

_ a(za?)

u =
3 12222 D

tug,,, Tus (1.2)

1111

definida en la region 0 < z! < a, 0 < z% < b, donde u; es el desplazamiento transversal, a,b son
las dimensiones de la placa en el plano, D la rigidez a flexion y g la carga distribuida por unidad
de superficie que actla perpendicular al plano de la placa. Se introduce la siguiente notacién
para las derivadas parciales respecto de la posicién en el espacio,

a0 _ . 00 _ . 90 _ .
m_ ()'1 3(z2) - ():2 a(z3) - ()'3

La solucion puede resolverse, para una placa simplemente apoyada, expresando a u; como,

Us = Yo 2on Umn SIN (m Zzl) sin (n 7;22) 1.2)

Sustituyendo (1.2) en (1.1), la solucién debe ser completada expandiendo el lado derecho
de la ecuacion diferencial de la placa como una serie doble de senos. La precisién del
resultado obtenido dependera del nimero de términos de la sumatoria utilizados. Esta forma es
comunmente denominada solucién de Navier (“Navier closed-form solution”).

No obstante, por lo general no es posible tratar ciertas condiciones de contorno siguiendo
este enfoque. Asi, se tiene que la resolucion analitica de este tipo de problemas sélo es posible
en algunos casos particulares de geometria, condiciones de borde, cargas, secuencia de
laminado (en el caso de placas compuestas). En aquellos en los cuales no puede obtenerse tal
solucién, como en la mayoria de los problemas reales de ingenieria, adquieren importancia los
métodos numéricos o computacionales, en especial, el Método de los Elementos Finitos (FEM,
Finite Element Method).

En sintesis, el analisis de elementos estructurales compuestos implica una serie de pasos
gue requieren conocimientos de elasticidad anisétropa, teoria placas laminadas y métodos
analiticos o computacionales para resolver las ecuaciones que gobiernan el problema. La
creciente utilizacién de los mismos demanda métodos confiables y precisos para determinar las
caracteristicas estéticas y dindmicas de los mismos. El objeto del presente estudio es el
desarrollo de una teoria por capas con variables mixtas y su modelo de elementos finitos para
el estudio de placas compuestas, generalizando una teoria de placas simples a partir de la
inclusién de multiplicadores de Lagrange. Este trabajo representa una extension del modelo
mixto introducido por Alliney & Carnicer (1992).

La aplicacion de modelos multicapas puede extenderse al andlisis de losas de hormigén
armado, enfoque denominado “Layered RC elements”. La idea fundamental consiste en dividir
al elemento estructural en capas de hormigoén y refuerzo (barras de acero o fibras poliméricas).
Mediante un proceso de carga incremental, se parte de la consideracion de la secci6on de
hormigén sin fisurar. Un criterio de falla es adoptado, a partir del cual se determinan el inicio y
la propagacion de las fisuras, que son representadas reduciendo a cero la rigidez perpendicular
a la direccion de fisuracion. De este modo, cuando se tiene fisuras en las dos direcciones
principales del plano, se pierde la rigidez y resistencia del hormigén. Trabajos enfocados en
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esta metodologia de andlisis fueron desarrollados por Zhang & Zu (2010), entre otros,
obteniendo resultados numéricos semejantes a los valores experimentales. Este
aprovechamiento resulta de especial interés en estructuras donde son requeridas placas y
céascaras de hormigdn de gran espesor solicitadas a flexion y esfuerzos membranales, como en
obras portuarias o la industria nuclear.

Esta tesina presenta en su Capitulo 1 una introduccién a la tematica estudiada,
describiéndose la motivacion del trabajo, su alcance y la organizacion del mismo. En el
Capitulo 2 se lleva a cabo un breve resumen de la literatura acerca de la teoria de placas y su
extension al andlisis de laminados compuestos. La formulacion variacional del modelo
matematico presentado es desarrollada en el Capitulo 3, donde se plantea la cinemética
adoptada y se obtiene la forma fuerte de las ecuaciones que gobiernan el problema. El Capitulo
4 comienza con la derivacion de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio, siguiendo con la
formulacién por elementos finitos. Ademas, las expresiones referidas al problema lineal estatico
y de vibraciones libres son tratadas, asi como también, la estrategia de resolucion. La
implementacion numérica se lleva a cabo en el Capitulo 5. Se realizan varios ejemplos, cuyos
resultados son comparados con los disponibles en la literatura. Diversos tépicos son
estudiados, tales como el efecto de la distorsién en la malla y la distribucion en el espesor de
las tensiones transversales, entre otros. Las conclusiones pertinentes al trabajo son redactadas
en el Capitulo 6. Finalmente, las referencias de este trabajo son enlistadas y una serie de
apéndices, que detallan la informacion referida en los diferentes capitulos, son incluidos.
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2 REVISION DE LA TEORIA DE PLACAS

Las placas son elementos estructurales tridimensionales que poseen dos dimensiones
predominantes sobre la tercera, el espesor. El comportamiento de una placa (o cascara plana)
puede ser resuelto directamente a partir de las ecuaciones de la Elasticidad 3D. Sin embargo,
este enfoque resulta bastante complejo y costoso desde los puntos de vista matematico y
numeérico, respectivamente, restringiéndose a casos simples. En el marco de las estructuras
multicapas, Pagano (1969, 1970) y Pagano & Hatlfield (1972) desarrollaron la solucion
tridimensional de la elasticidad para laminados bidireccionales simplemente apoyados, con
esquemas de laminacion simétricos y la orientacién de las fibras limitadas a 0° y 90°. Sus
resultados son ampliamente aceptados en la literatura como valores de referencia y
comparacion.

Una descripcion alternativa implica una simplificacion del modelo tridimensional al reducir el
problema a dos dimensiones. Las teorias bidimensionales de placas simples se dividen, a
grandes rasgos, en dos tipos: la teoria clasica en la cual los efectos de la deformacion
transversal por corte no son considerados, y, por el contrario, las teorias de deformacién por
corte, entre las cuales, la méas simple es la de primer orden.

La Teoria Clasica de Placas (CPT, Classical Plate Theory), también denominada Teoria de
Kirchhoff, considera que la deformacion es puramente por flexion y estiramiento, desestimando
las consecuencias de la deformacién por corte. El error que genera esta simplificacion se
incrementa conforme lo hace el espesor de la placa. Se infiere apropiada para placas muy
delgadas donde los efectos de la deformacion por corte pueden ser despreciados. Los
desplazamientos en el plano varian linealmente en el espesor. Presenta una inconsistencia
entre el orden de las ecuaciones diferenciales y el nimero de condiciones de contorno (Stoker,
1942). Ademas, desde el punto de vista de la formulacion por elementos finitos, se requiere
continuidad C* en el plano, lo que resulta caro computacionalmente.

El primer modelo de deformacion por corte basado en desplazamientos (“displacement-
based theory”) es atribuido a Basset (1890, 1894), quien asumié que la cinemética de la placa
puede ser expandida en serie de potencias de la coordenada del espesor. Siguiendo a Basset,
Hildebrand, Reissner & Thomas (1949) y Hencky (1947) (citado por Reddy, 2002) presentaron
un campo de desplazamientos para la teoria de primer orden. En la literatura, suele referirse
como Teoria de Mindlin (1951), quien desarrollé un analisis dinamico para placas isétropas
basandose en el trabajo de Hencky.

El modelo de Mindlin o Teoria de Deformacién por Corte de Primer Orden (FSDT, First-
order Shear Deformation Theory) es la descripcion méas simple que tiene en cuenta la
deformacion por corte, aunque con algunas limitaciones. La distribucion de la deformacién por
corte transversal se asume constante a lo largo de espesor lo que requiere del uso de un factor
de correccidon para enmendar esta discrepancia con la realidad. Este coeficiente no sélo
depende de las condiciones geométricas de la placa, sino que también del estado de carga asi
como de las condiciones de contorno (Wang, Reddy & Lee, 2000). En coincidencia con la CPT,
asume la hipotesis de seccion plana para cualquier instante. El orden de las ecuaciones
diferenciales es coherente con la cantidad de condiciones de borde. En el marco de los
elementos finitos, la continuidad necesaria en el plano es C°, lo que establece a este modelo
computacionalmente mas interesante que la CPT. No obstante, cuando los elementos finitos de
bajo orden de interpolacidn tienen una alta relacion lado/espesor (p.ej., cuando se modelan
placas delgadas) son afectados por el problema numérico de bloqueo por corte (“shear-
locking”). Diversas técnicas y/o elementos finitos se han desarrollado para aliviar este
fenémeno, una completa descripcién es dada por Ofate (2013).
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Teorias de Deformacion por Corte de Orden Superior (HSDT, High-order Shear Deformation
Theory) emplean polinomios de orden superior en la descripcion del campo de
desplazamientos. Presentan una variacion cuadratica de la tension a lo largo de espesor, por lo
que no requieren el uso de un factor de correccion. Sin embargo, emplean términos adicionales
en la cinemética que son dificiles de interpretar fisicamente.

Si bien las teorias mencionadas asumen la hipétesis de la normal transversal inextensible,
esta puede ser relajada asumiendo que la deflexion transversal también varia a lo largo del
espesor (p.gj., Kant, 1982).

Una teoria de deformacion por corte asumiendo un estado de tensiones (“stress-based
theory”) fue presentada por Reissner (1944). El modelo parte de una distribucion lineal a través
del espesor de las tensiones en el plano. La distribucion de las tensiones transversales es
derivada de las ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad tridimensional, presentando las
tensiones de corte una variacion cuadratica en el espesor, mientras la tension normal, una
distribucién cubica. Goldenveizer, (1960) generaliza este trabajo asumiendo una distribuciéon
arbitraria de tensiones a través del espesor. En la literatura, las teorias basadas en tensiones
no han adquirido tanta atencién como las basadas en desplazamientos, posiblemente debido a
su mayor complejidad.

Las teorias previamente mencionadas han sido generalizadas para el estudio de placas
compuestas, formando parte del denominado grupo de teorias de Unica Capa Equivalente
(ESL, Equivalent Single Layer). La principal hip6tesis consiste en considerar a la placa
heterogénea como una placa homogénea estaticamente semejante con un comportamiento
constitutivo complejo. En el caso de la Teoria Clasica, al no considerar la deformacion
transversal, no tiene en cuenta todos los coeficientes elasticos del tensor Constitutivo para
materiales ortotropos, obteniéndose resultados erroneos conforme se incrementa la magnitud
de la rigidez en el plano de la placa respecto de su rigidez transversal. En tanto que en la
Teoria de Primer Orden, el factor de correccion por corte depende también de la secuencia de
laminado y de las propiedades de cada lamina, siendo su determinaciéon no trivial (Reddy,
2003). Sin embargo, el valor 5/6 es frecuentemente utilizado aunque sea exacto solo para
placas homogéneas. Auricchio & Sacco (1999) desarrollaron una estrategia iterativa para
determinar el factor de correccién por corte basada en la comparacion entre las energia de
corte derivadas de la relacién Constitutiva y de las ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad,
mostrando como el factor de correccién puede ser bastante diferente de 5/6 y, a su vez, variar
de un punto a otro dentro del dominio.

Murthy (1981) presentd una teoria de tercer orden que asume a la normal transversal
inextensible, donde las variables de orden superior son eliminadas a partir de la condicién de
tensiones transversales nulas en ambas caras de la placa. El campo de desplazamientos es
expresado en funcion de desplazamientos y rotaciones “promedios” en el espesor, mediante
una aproximacioén por cuadrados minimos. De este modo, el autor emplea las ecuaciones de
equilibrio de la FSDT en su analisis, teniendo en cuenta los términos de orden superior
solamente en el calculo de las deformaciones, pero no en las ecuaciones de gobierno y
condiciones de contorno. En el marco de elementos finitos, el modelo requiere continuidad C*
en el plano para el desplazamiento transversal

Reddy (1986), extiende el trabajo de Murthy (1981), derivando las ecuaciones de equilibrio y
condiciones de contorno completas. Nuevamente, el modelo de elementos finitos requiere
continuidad C* en el plano para el desplazamiento en la coordenada del espesor. Sin embargo,
este requisito de continuidad puede relajarse (i.e., reducir continuidad C* a C° considerando
una formulaciéon mixta donde se aproximan en forma independiente los desplazamientos y las
resultantes de tensiones.

Kant & Pandya (1988) presentaron una variante de la teoria de tercer orden en donde, a
diferencia de Reddy (1986), la nulidad de las tensiones transversales de corte en las caras
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superior e inferior de la placa son impuestas modificando la matriz de rigidez a corte, en lugar
del campo de desplazamientos. Su formulacién por elementos finitos requiere continuidad C°
en el plano. Emplea integracion reducida en los términos referidos al corte para evitar el efecto
de bloqueo.

Modelos ESL basados en desplazamientos como incégnitas, generalmente, brindan una
pobre representacion las tensiones transversales, al no cumplir el equilibrio ente dos laminas
adyacentes. Acorde a la Ley de Hooke, las tensiones fuera del plano pueden ser pensadas
como una combinacion de deformaciones multiplicadas por coeficientes que dependen del
material de cada lamina. Normalmente, como las laminas poseen diferentes propiedades
mecénicas, se deduce que las deformaciones también deben diferir para cumplir el equilibrio en
la interfaz. Entonces, por ejemplo, si bien las Teorias de Tercer Orden exhiben una distribucién
parabdlica de las deformaciones transversales por corte, al ser continuas en el espesor,
conducen a que las tensiones transversales se discontinten en las interfaces. Como solucion,
las tensiones fuera del plano son computadas mediante la integracion de las ecuaciones de
equilibrio de la Elasticidad 3D, lo que conlleva una pérdida de precision.

Por consideraciones geométricas, las deformaciones son funciones de las derivadas de los
desplazamientos. Por lo tanto, diferentes deformaciones implica diferentes pendientes de los
desplazamientos (continuidad C° en el espesor). A partir de este concepto, surgen las
denominadas Teorias Zig-Zag (ZZT, Zig-Zag Theories).

Entre las ZZT desarrolladas en el marco de las teorias ESL, tres enfoques diferentes son
destacados segun Carrera (2003a): Teoria Multicapas de Lekhnitskii (LMT, Lekhnitskii
Multilayered Theory), Teoria Multicapas de Ambartsumian (AMT, Ambartsumian Multilayered
Theory), y Teoria Multicapas de Reissner (RMT, Reissner Multilayered Theory). En el primer
enfoque, el efecto zig-zag de los desplazamientos y la continuidad de las tensiones
transversales son forzadas. En la segunda formulacién, la continuidad de las tensiones
transversales de corte es impuesta a priori y el campo de desplazamientos presenta
discontinuidad de las primeras derivadas en la direccién del espesor. Por su parte, la Ultima
teoria emplea campos independientes para los desplazamientos y tensiones transversales (en
efecto, una formulacion “mixta”).

Dentro del marco de aplicacion del RMT, Murakami (1986) introdujo en una funcién de la
coordenada del espesor, cuya principal caracteristica es que incorpora pendientes de signos
opuesto entre dos capas adyacentes. Esta sencilla idea, reflejada en la Figura 2.1, permite
alcanzar continuidad C° de los desplazamientos en el espesor. La implementacion de dicha
funcién ha sido llevada a cabo en el desarrollo tanto de elementos finitos mixtos asi como de
formulaciones basadas en desplazamientos (ver Carrera 2004, y Demasi, 2005). Desde el
punto de vista de la implementacion, la inclusibn de funciones zig-zag requiere el mismo
esfuerzo que la inclusion de un grado de libertad adicional. En términos numeéricos, la
incorporacion de la funcion de Murakami resulta en mejoras significantes de los resultados de
las teorias ESL existentes, con un minimo aumento del costo computacional.

Funcion Zig-Zag
HSDT / de Murakami (MZZF)
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[
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HSDT + MZZF

Figura 2.1: Campo de desplazamientos HSDT mejorado con la funcién Zig-Zag de Murakami.
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Otro enfoque recientemente desarrollado emplea términos trigonométricos para formular el
campo de desplazamientos no lineal a lo largo del espesor, dando lugar a las denominadas
Teorias de Deformacion por Corte Trigonométricas (TSDT, Trigonometric Shear Deformation
Theories). Estos modelos satisfacen tanto la continuidad de desplazamientos y tensiones de
corte transversal en las interfaces, asi como las condiciones de contorno en las caras superior
e inferior de la placa, prescindiendo de un factor de correcciéon por corte (p.ej., Mantari et. al.,
2012a/b).

En general, la literatura reconoce a la Teoria de Primer Orden, mas alla de sus limitaciones,
como el modelo més eficiente entre precisidon de resultados y costo computacional, a nivel
respuesta global. No obstante, para un andlisis detallado a nivel lamina, resultan méas atractivas
las denominadas Teorias Multicapas (LWT, Layer-wise Theories), en las cuales se analiza
particularmente el comportamiento de cada lamina. A diferencia de las ESL, en los modelos LW
el niumero de incognitas depende del nimero de capas, por lo que se incrementa el costo
computacional. El campo de desplazamientos es independiente en cada capa y condiciones de
continuidad son requeridas en la interfaz entre dos capas adyacentes. Este enfoque quasi-3D
permite captar la forma zig-zag de los desplazamientos en el espesor. La expansion de la
cinemaética puede ser parcial cuando solo aplica a las componentes en el plano (Partial Layer-
wise Theory), o completa, cuando también se incluye la componente transversal (Full Layer-
wise Theory).

Dentro de ese marco, Reddy (1987) propone una generalizacion de la teoria bidimensional
de placas multicapas (GLPT, Generalized Laminate Plate Theory) que admite una descripcion
por capas de los desplazamientos en el plano. El autor expresa los desplazamientos en el
plano a través del espesor en términos de polinomios de Lagrange, donde los valores en las
interfaces son usados como incognitas. Esto permite cumplir facilmente las condiciones de
compatibilidad en la interfaz entre dos capas adyacentes. Esta descripcién en la coordenada
transversal puede interpretarse como una discretizacion espacial por elementos finitos con
nodos en las interfaces. Implementaciones de este trabajo fueron realizadas por Reddy,
Barbero & Teply (1989, 1990).

En comparaciéon a los modelos FEM 3D, enfoques LW presentan algunas ventajas. En
primer lugar, el volumen de entrada de datos es mas reducido. Segundo, la malla 2D en el
plano asi como la malla transversal 1D pueden ser refinadas independientemente cada una de
la otra sin necesidad de reconstruir una malla 3D. Por ultimo, al computar las integrales sobre
el volumen, los modelos LW pueden llevar a cabo la integracion sobre el espesor
explicitamente, reduciendo los esfuerzos computacionales para calcular la matriz de rigidez y/o
masa. Ilgualmente, es importante destacar que los modelos FEM 3D representan un enfoque
mas general que los LW.

Los modelos LW basados en desplazamientos, si bien proporcionan una descripcién mas
real de la cinematica de los laminados compuestos en comparacion a las ZZT, no tienen en
cuenta a priori la continuidad de las tensiones transversales. De hecho, tensiones transversales
son generalmente evaluadas a posteriori integrando las ecuaciones de equilibrio de la
Elasticidad 3D, como ya se ha mencionado para los modelos ESL. En este escenario, resulta
conveniente el desarrollo de modelos LW mixtos, donde se asumen dos campos
independientes para los desplazamientos y componentes transversales de las tensiones, a
expensas de un mayor costo computacional.

Mau (1973), presenté un modelo LW donde cada capa presenta una distribucion lineal de
los desplazamientos en el plano, y constante de la componente transversal. Las condiciones de
compatibilidad en cada interfaz asociadas a los desplazamientos en el plano son forzadas con
multiplicadores de Lagrange, que permiten obtener las tensiones interlaminares de corte
transversales directamente. Alliney & Carnicer (1992) presentaron un enfoque similar, donde
ademas fuerzan la compatibilidad de la componente transversal de los desplazamientos.

23



Un extenso desarrollo de modelos mixtos basados en el Teorema variacional de Reissner
(1986) ha sido objeto de estudio de Carrera (1997, 1998a/b, 1999, 2000a-c, 2003c). Diversos
Ordenes de expansion en el espesor son comparados, asi como también la inclusiéon o no del
efecto zig-zag y la continuidad interlaminar.

Enfoques LW y ESL (tanto basados en desplazamientos como mixtos) son unificados por
Carrera (2002a/b, 2003b, 2005) (CUF, Carrera’s Unified Formulation). La extension de ese
trabajo es continuada por Demasi (2009a-f, 2012) (GUF, Generalized Unified Formulation). En
la GUF, cada incégnita, desplazamientos y tensiones trasversales, es tratada
independientemente, pudiendo ser diferente el orden de expansion de cada una. Esto permite
centrar mas atencion en algunas variables respecto de otras (p.ej., para placas delgadas, el
desplazamiento transversal requieren menos términos que los desplazamientos en el plano,
pero para placas gruesas esto no es cierto). Al no haber limites para la combinacion del orden
de expansién de las variables, este enfoque representa uno muy general.

Existen una gran cantidad de teorias y enfoques de placas (y cdscaras), cada una con sus
aspectos particulares. Una revision breve y general de las teorias de placas ha sido
presentada, aunque no completa debido a la gran cantidad de articulos disponibles en la
literatura. Para un resumen més detallado de las teorias para placas multicapas se recomienda
ver Carrera (2002c) y Rohwer et. al. (2005).
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3 TEORIA DE PLACAS MULTICAPAS

3.1 Formulacién Variacional

Una descripcion de placas multicapas puede ser obtenida analizando cada capa como una
placa homogénea, donde cada una representa un elemento en el espesor.

Se parte de una placa compuesta de n capas en equilibrio estatico definida en un sistema
de coordenadas cartesianas fijo {z%, a = 1,2,3}, tal como se observa en la Figura 3.1. El sélido,
empotrado en su borde T, se encuentra bajo la accion de fuerzas de volumen y fuerzas
superficiales. Se asumen deformaciones infinitesimales y pequefios desplazamientos, por lo
gue no se hace distincién alguna entre coordenadas materiales y coordenadas espaciales. Del
mismo modo, el tensor de deformaciones de Green-Lagrange se confunde con el tensor de
deformaciones infinitesimales, asi como el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff con
el tensor de tensiones de Cauchy.
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Figura 3.1: Placa en equilibrio estatico.

El comportamiento conjunto de las placas que conforman el sistema requiere la continuidad
de desplazamientos en cada interfaz de capas adyacentes, para lo cual se imponen las
siguientes restricciones cinematicas,

wl® = g Y (3.1)

donde u%" son las componentes del vector desplazamiento de las fibras inferiores de la capa

superior, mientras que u,‘*" son las correspondientes a las fibras superiores de la capa
inferior.

El sistema multicapas se obtiene como una superposicién de n placas simples, donde los
requisitos de continuidad cinematica son asegurados matematicamente a partir de la inclusién
de multiplicadores de Lagrange. El funcional de la energia potencial total IT para el sistema se
expresa como,

194 . .
=3, {fv(n (; Ué” gg;; - by ufxl)) dV} +
53 g (12— ) 2 1) +
- f5<1> p:z u:x<1> as — f5<n+1> p:z’ u:x’ (m as (3-2)

donde ag,5 Y €, SON las componentes cartesianas de los tensores de segundo orden de
tensiones de Cauchy y de deformaciones infinitesimales, respectivamente, u, son las
componentes cartesianas del vector desplazamientos, b, son las componentes cartesianas del
vector fuerzas por unidad de volumen, p/ y p, son las componentes cartesianas del vector
fuerzas por unidad de superficie aplicado en la superficie superior de la primera capa y en la
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superficie inferior de la dUltima capa, respectivamente, y 1, son los multiplicadores de Lagrange.
El superindice a derecha (-) refiere al nimero de capa o de interfaz, segln sea definido en el
volumen V o en la superficie S, respectivamente.

El principio asociado al funcional (3.2) puede ser considerado una modificacion del principio
de la energia potencial con requerimientos de continuidad relajados, donde las funciones de
desplazamientos en cada subdominio pueden ser elegidas independientemente sin ningun tipo
de preocupacion sobre requisitos de conformidad (Washizu, 1975).

Las condiciones de borde esenciales o de tipo Dirichlet son,
u, =0 en T (3.3)
Se asume un modelo de material hiperelastico cuya relacion constitutiva esta dada por,
9ap = Capyu Eyu (3.4)

donde Cgpyp
sélidos eléasticos, que satisfacen las siguientes relaciones de simetria,

son las componentes cartesianas del tensor Constitutivo de cuarto orden para

Capyu = Cypap = Cpayu = Capuy

Reemplazando (3.4) en la expresién del funcional,

1 L .
M= 2?21 {fv(i) (E Ctgtl/;yu ’g](/le glez? - bl(xl) ut(xl)) dV} +
- j+1 j j+1
+ 7:11 {fs(]’+1)(u(lz<j+ '~ u(,z’ (])) lg+ > dS} +
— Jy Pl g™ dS = [y P ug ™ dS (3.5)

Introduciendo la definicién del tensor de deformaciones infinitesimales,

Eap =% (ua_ﬁ + uﬁ_a) (3.6)

el funcional de la energia, finalmente, puede reescribirse en términos de los desplazamientos y
de los multiplicadores de Lagrange,

) S+ 1o )G @ G
H(uf;’,)lof ) = Zim {fv<i> (E Caapyu Uy Uls — bl ufxw) dV} +
- j+1 j j+1
+Z;‘l=11 {fs(j+1)(u:1(]+ - ug 0)) Aff ) dS} +
— Js(n) Pa u(’zm as — fS(n+1) 24 u(,z’ ™ ds (3.7

Expresion en la cual se aprovecha la simetria de los tensores involucrados,

Capyu &y €ap = Capyu Uy, Ya,p
—_— _ K

Tap Tap
Tomando la variacion del funcional,
811 = 31 { [0 (ol sullly = b{ sul’) av}+
+ 20 H e (A0 Sug* = 2040 sug O ) ds +
+ [ (e —ug ) 82847 as}+

— [o Pl Sup™ dS = [ niny Pt Supy ™ dS (3.8)
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donde § simboliza el operador variacional. Aplicando la relacién matematica:
(0ap Sug )p = Oap,5 O + Oap OUq,p (3.9)
y el Teorema de Gauss o de la Divergencia,
fV(O'a/g Sug ),p dV = Jg, Oas M3 Sug dS + [ 043 0y Sug dS (3.10)
la condicién estacionaria resulta,
8 = Xi, {fv(n ( U;i;;,ﬁ + bfx”) suy’ dv +
— [sw 0;2 ng sul'? ds — Jot 0;2 ny Sul ¥ ds}+
B Lo (A7 8000 — 247 05 as
—fs(jﬂ)(u;(j“) —u! <j>) &gﬂ) dS} +
+ [ P S dS + [y vl Sug ™M dS =0 (3.11)

donde n3; y nj son las componentes de la normal saliente de la superficie superior S’ e inferior
S" de cada capa, respectivamente (Figura 3.2),

o "

>

(z%,2%)
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Figura 3.2: Normal saliente a la superficie superior e inferior de una capa genérica.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema variacional son, en forma localizada,

suld ol 4B =0 en VO i=1,.n (3.12)

b o my—p =0 en S (3.13)

su S a0 + A0 =0 en s i=2 n (3.14)
a a3 '*3 a = I ’

su @ . c Dy — D g op SO i=1 n—1 (3.15)
a a3 "3 a - - '

Sul ™ o ny —py =0 en S™ (3.16)

é‘/’{(” . u’ (l) [— u” (i_l) = 0 en S(l) l - 2, ...,n 3-17
a a a

La ecuacion (3.12) implica cumplir con las Ecuaciones de Equilibrio o Balance de Momento
Lineal en el dominio de cada capa. Las ecuaciones (3.13) y (3.16) describen la condicion de
borde natural en la cara superior de la primera capa y en la cara inferior de la Gltima capa,
respectivamente. Las expresiones (3.14) y (3.15) definen a los multiplicadores de Lagrange
como las tensiones interlaminares en las interfaces entre capas. El sentido fisico de los
multiplicadores de Lagrange se justifica. Se deduce que cumplir con la restriccion (3.1) asegura
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el equilibrio de las tensiones interlaminares (Figura 3.3). Finalmente, la ecuacién (3.17)
representa la restriccién impuesta que fuerza la continuidad cinematica.

g = g i+l
Capa (i) 13 13
(i) — o~ (+1)
0-23 Gza
i (i) — (1)
5 -~ 0-33 CT33
(i)

(i+1)
011

Figura 3.3: Equilibrio de las tensiones interlaminares.

El funcional obtenido representa un principio variacional mixto, dado que las incégnitas no
son sélo desplazamientos, sino también tensiones dadas por el empleo de los multiplicadores
de Lagrange. La expresion (3.2) puede ser interpretada como una formulacién hibrida en el
espesor. Este enfoque resulta muy general en el sentido de que no se ha introducido, hasta el
momento, ninguna hipotesis respecto del campo de desplazamientos en el interior de cada
capa.

3.2 Cinemética

Sea una placa compuesta de n capas de altura h;, perfectamente ligadas y cuyas
propiedades mecanicas pueden diferir, se define un sistema particular de coordenadas
Cartesianas {z%, a = 1,2,3} para cada capa en su respectiva superficie media Q;, donde (z%, z?)
son las coordenadas en el plano, (z3) es la coordenada transversal (Figura 3.4). La cara
superior de cada una se ubica en z3* = — h;/2, y la inferior, en z3 = + h; /2. Todas las capas son
asumidas a tener las mismas dimensiones en el plano (i.e., @ = o = o® = ... = a™), La region
ocupada por cada lamina en su configuracién inicial es Q% x (- h;/2,h;/2). El perimetro T de
cada una de las mismas esta sujeto a una combinacién de fuerzas en T, y desplazamientos en
T, en el caso mas general, cumpliéndose:

[ u

el
el
I

(3.18)

—
I
a1

U
n

=1

[ u

Tal como se mencioné previamente, el campo de desplazamientos para un punto {z%}
puede ser expandido en series de potencias de la coordenada transversal z* (Basset, 1890),

1.2 .3 4\ 31
Ue(z4,2%,2°,t) = ugl 32 +Uq,, imo Z° + 5 Uq,q,

@) (3.19)

z3=
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Adoptando la Teoria de Mindlin, se introducen las siguientes hipotesis:

1- La normal transversal no permanece perpendicular a la superficie media después de
la deformacion.

2- Las fibras rectas a la superficie media de la placa se mantienen rectas a la superficie
media deformada.

3- Lanormal transversal es inextensible.

La primera condicion surge como efecto de la deformacién transversal por corte, constante
en el espesor debido a la segunda hipétesis. Por su parte, la tercera implica que el
desplazamiento transversal es independiente de la coordenada transversal z3 y que la
deformacion normal transversal &55 es nula.

De este modo, el campo de desplazamientos para un punto {z*} de una capa genérica i en
el instante “t” queda definido como,

ul’(z1,722,23,0) = w21, 2%, 0) — 2° B (21, 22,0
(21,22, 2%, 1) = ul (21, 2%, 1) — 23 BV (21, 2%, 1) (3.20)
ug)(zl,zz,z3,t) =wi(z1,2%,t)
donde wu, = [u,y,u,,]7 son desplazamientos axiales en la superficie media Q de la capa,
B =[B.,B.]T son rotaciones de la normal transversal alrededor de los ejes z2,z!

respectivamente, y w es el desplazamiento transversal constante en el espesor.

218 I o) —+— (2z42%)y
e — 0¥ — = (2327
22 I ¥ — 14— (227

Figura 3.4: Placa compuesta de tres capas.

La expresion (3.20) representa la manera mas simple de incluir los efectos de la
deformacion transversal por corte, al considerar solamente los dos primeros términos de la
ecuacion (3.19).
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Figura 3.5: Configuracion inicial y deformada del modelo de Mindlin.

De la Figura 3.5, se asume que la cinematica del modelo se justifica para pequefios
desplazamientos. Reemplazando (3.20) en (3.6), las componentes cartesianas del tensor de
deformaciones infinitesimales en cada capa quedan definidas, en forma explicita, como,

el =), — 2 B,

O — 0 (i)
&7 = 0122 Zﬁl

£§l3) 0
(@) — o (D) _ (D pl)
Yis =283 =W,y — By

@) — o (1) _ . (i) (l')
Y23 = 263 =Wy —

1 =2l = (42, -, ) -2 (5 - 52

A diferencia de la deformacion en el plano g, = [&;1,£2,,712]" que es lineal a lo largo del
espesor, la deformacion transversal por corte & = [g;3,&,3,]T Se asume constante en cada
lamina, como ya se ha comentado.

Dado el campo de desplazamientos de cada capa, las restricciones cinematicas dadas por
la ecuacion (3.1) pueden reescribirse de la siguiente manera:

(3.21)

1. Los desplazamientos u!” (21,22, h;/2,t) y ul” (21,22, h;/2,t) en la interfaz I+1,

)(z z%,h;[2,1) = u(l)(zl,zz,t) - h—i,b’f)(zl,zz,t)
) (@) hz (i) (3.22)
5 (24,23, hi/2,8) = u,,(zt,z%,t) — 71,82 (z1,2%,1)

deben ser coincidir en dicha interfaz con los desplazamientos u1’+1> (z%, 2%, —hjy1/2,0) Y
W (21,22, —hyy1 /2,1),

(Hl)(z z%,—h;11/2,0) = u(Hl)(zl,zz,t) + hi%ﬁfﬂ)(zl,zz,t)

2o (3.23)
uf (@, 22, —hia /2,0 = w21, 22,0 + S RII (2, 22,0
Es decir,
w? (24,22, 0;/2,0) = w7 (2,22, —hy 0 /2,0) (3.24)
w22, 2%, b /2,0) = ultY (28,22, —hyy 1 /2,1) (3.25)
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2. Los desplazamientos verticales w'? de la capa i deben ser los mismos que los

desplazamientos verticales w'*1) de la capa i + 1,
(3.26)

wid(z1, 22, t) = witD (21, 22, 1)

El campo de desplazamientos resultante para el sistema multicapas se presenta en la

@

Figura 3.6.

7 G)
Vﬁll 1
Zi1)

(N

Ziiry

Figura 3.6: Campo de desplazamientos en el espesor del modelo multicapas.

3.3 Ecuaciones de Equilibrio
Las ecuaciones que gobiernan el problema se consiguen planteando el Principio de
Hamilton (Fung, 1965; Reddy, 2002),
) ffj(n —T)dt=0 (3.27)

donde II y T representan la energia potencial y cinética total del sistema multicapas,

respectivamente.
La variacién del primer funcional se obtiene reemplazando en la expresion (3.8) el campo de

desplazamientos asumido,

(i)

+_ . . . . . .
[ |ofh suls —afd 22 60+ ol (sw— 5p5)]| dz? dQ} +

Ol = Z?:l {fg(i) _hy
2
_ . . h . . . h -
+ 255 g [0 (0™ + 54 = 20 (suf]) - “Lop) +
. h . . . h . .
+(u((){4+1)+ ]2+1 ,4(1]+1)) 511(4”—1)—( (()]X_ 7]‘3“(1])) 6/1;]+1)+
+AGH sw ) = 294 sw ) 4 (WU — wi) 620"V as} - [, q swan (3.28)

hi

donde ¢ representa la carga transversal aplicada en la superficie superior de la placa
multicapas. Se omiten otras fuerzas externas. Por simplicidad, se asumen condiciones de
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borde de tipo Dirichlet homogéneas (i.e., perimetro totalmente empotrado). La integracion sobre

el dominio es representada como,

L, dv = ff ()dz dQ (3.29)

a causa del campo de desplazamientos en la coordenada transversal. Asi, el problema se
reduce a dos dimensiones al llevar a cabo la integracion sobre el espesor de cada capa

explicitamente,

L
W _ "z (l')
Njp = f_f o,p dz°
2
i
MY = f_h_§ o) 73 dz3 (3.30)
2
Ju
9 =1 oflar
2

Las resultantes de tensiones N,z son las denominadas fuerzas resultantes en el plano (Figura
3.7) mientras que M, son los llamados momentos resultantes (Figura 3.8). Por su parte, Q,
son las resultantes de corte transversal (Figura 3.9). Todos medidos por unidad de longitud. Se

reescribe la expresion (3.28) como,
8T = Tty {fouo [ N5 Sully , — M 682+ @ (sw.{ - 553" do} +
Fyn-t {fs<1'+1> [/1(1+1) (5u(1+1) + h1+1 5ﬁ(j+1>) _qu]’+1) (5’12],3 hy 5ﬁ<1)>

. h. . .
) 5&(}"’1) (u(]>_ ?1 ,4(1]>> 511(4]‘*‘1)_'_

U+1) 4 Rjt1 H(j+1)
0A

+ (u 2 A
+A§H sw D = 20 o) 4 (WU — wi) 620"V ds} - [ g swPdn (3.31)

Integrando por partes (Teorema de Green) en el dominio de cada capa,

Joto Nip Sugs , dQ = = [ Nip | Sug) d+ . Nij Sug) ny dT

Joo Miy 8B, dQ = — fo Miy  6B5” dQ + 6 Mi) 6B ny dT (3.32)

Jo @ 8w, d0 = — [, Q) sw da + $r, QY sw® n, dT

la variacion del funcional resulta,

o1 = Sl Sy [0, 50+ (43, — ) 9 - 0w an +

+ 6 NG 6wl ng — M{ 885" np + Q) sw n,] T} +
{f5<1‘+1> [/1;141) (5u&+1> + h1+1 5ﬁ(1+1>) I (5uf,’2 hy 5ﬁ<1>)
+(u(1+1)+ h};1 ,4(1]+1)) 5/1,<4j+1> ( Uy _ B(]>> /1(1'+1)+
+AGH sw ) = 294 sw ) 4 (WU — wi) 620"V as} - [, q owVdQ  (3.33)

+Y0)
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Figura 3.8: Momentos resultantes en la placa.

Q,

Figura 3.9: Fuerzas resultantes de corte transversal al plano de la placa.

Por otro lado, la energia cinética esta dada por,
(3.34)

h;:
+51 ) (i 0y i
T=2%i {fmi) I x5 pi () wf + w0 W) dz? dﬂ}
2
donde p; es la densidad del material de la respectiva capa. La integracion sobre el dominio es
materializada, nuevamente, seguin la expresion (3.29). El punto superior indica la derivada
a0)

respecto de la variable tiempo, (') = pn
Incorporando el campo de desplazamientos en la expresion (3.34), integrando en el espesor

y tomando la variacion del funcional,
(3.35)

i (i hi3 /s Vi (i (s
8T = Xty {fﬂm (Pi hy ) 8 + pi oy B 8B + pi by w® 5W(’)> dﬂ}
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Integrando por partes,

5T = = S {Jyo (e h iy 85U + oy 2 B0 8B + p, b @ w®) d)  (3.36)

Reemplazando (3.33) y (3.36) en (3.27),

2?21 {fg(i) [(pl h u<L> - Nfilg B) 6u<oif>l + (pl. 12 A(l) + Mf(lll; B -

+ ﬁfi[Nfig Sufffi ng — Mgg ‘mm ng + QS) sw' n] dl:} +

_ i h i
+Z?=11{fs<j+1> [qul‘*‘l) (5 <]+1>+ ]+1 53(}‘*‘1)) quj-'—l) (5 gy _

G+1) 4 HMi+1 p(i+1) (j+1) gy _
+(ugh™ + LB )“A — (4

(l)) (Sﬁ(l)

h w® — Q) sw®]da +

hj 55(1))

ﬁ(])) A(]""l) +

+AGH sw ) = 294 sw ) 4 (WU — wi) 620"V as} - [ q owVda =0 (3.37)

Como todas las variaciones son arbitrarias,

1 1 2 1
6u<oA> NfiB>B /1< ' —py by il < ) =0
swv Qp + 25 +q = prhy W =0

1 1 1 h 2 1
5‘3() () M.A<13>B 1/1() 1 12 ﬁA()_O
sul) N + 4 =20 —pihyiify = 0
sw® QY + A8 =20 — py 't =0

@ <L> (i) hi A(i+1) _ hi (i)
6B, MABB—7‘/1A —7‘/1A
sl N = 25— 3 = 0

(n) . (n> (n) _ w(n) _
ow : Qr, — 43 Pp hy W =10
5‘3(n> . (n> MX;)B _hn A(n> p
5/1;1) . uf)]ﬁ + hj ﬁlgj) (] b4 1 L pl=1) _
61&1) . W(j> — W(j_l) =0

en QM (3.38)
en Q1 (3.39)
en Q1 (3.40)

en O i=2..,n-1 (3.41)
en QP i=2,...,n-1 (3.42)

en Q9 i=2..,n—-1 (3.43)

en QM (3.44)
en QM (3.45)
en Q™ (3.46)
en SV j=2..,n (3.47)

en SYj=2..,n (3.48)

Las ecuaciones (3.38), (3.41) y (3.44) representan la condicion de equilibrio de las fuerzas
en el plano en cada capa. Las expresiones (3.40), (3.43) y (3.46) representan el equilibrio de
momentos en cada capa. Por su parte, (3.39), (3.42) y (3.45) constituyen el equilibrio de las
fuerzas transversales al plano en cada capa. Por (ltimo, (3.47) y (3.48) representan la

restriccién impuesta para asegurar la continuidad cinematica.
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Se tiene un conjunto de (8n — 3) ecuaciones, de las cuales (5n) son PDE, en (8n —3)

variables [(ul,w®, %, 2%,29"); i =1,..,n;j = 2,..,n] con las siguientes condiciones de borde,
Esenciales Naturales
<l> (i)
Uop Nga na
mo <L> N4
0 M, i=1,..,n

donde n, denota el coseno director de la normal unitaria saliente respecto del borde T.
Vale destacar que para el caso de una capa Unica (n = 1) se recupera el modelo de la
teoria de primer orden,

ougy Nfpy =Py i) =0 en o (3.49)
swd Q2 +q—p by W =0 en QO (3.50)
5B w MQE)B p u ,8<1>_0 en Q1 (3.51)

3.4 Ecuaciones Constitutivas

La relacion tension-deformacion para cada lamina de la placa multicapas esta dada por,

048 = Cagcp Ecp
3.52
Oa3 = Cazcz 2&¢3 ( )

donde las cantidades intervinientes estan referidas al sistema de coordenadas del problema
(ver Apéndice A). No se incluyen efectos de temperatura, higroscopicos ni piezoeléctricos.

Como la deformacion normal transversal e;; es nula por la hipotesis de la normal
inextensible, la tension normal transversal o;; no aparece en la expresién de la energia
potencial ni en las ecuaciones de equilibrio, aunque no sea idéntica a cero. De este modo,
resulta practica comun despreciar a o35 frente a las tensiones normales en el plano (oy4,03;)
(Hildebrand et al., 1949), asumiendo en cada capa un estado plano tanto de deformacién como
de tension.

Incorporando la expresion (3.52) en la definicién de las resultantes de tensiones (3.30)

L
@) _ T2 0 (i)
Njg = f__f Casep Ecp 42°
2
+u
M = [ 72 Cllep el d7° (3.53)
2
N .
0 =1 2
2

Reescribiendo en términos de los desplazamientos e integrando en el espesor,

(0 _ (i) (i)
Ny = hi Cagep Uoc,,

My = C,i‘gw e (3.54)

_ {0y __ pli)
,<41> h; C£<1L3>C3 (W : ﬁcl
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Asi se obtienen las ecuaciones constitutivas que relacionan las fuerzas y momentos
resultantes con los desplazamientos (y rotaciones) en cada capa.

3.5 Ecuaciones de Equilibrio en forma irreducible

Las ecuaciones de equilibrio pueden ser expresadas en forma irreducible reemplazando
(3.54) en (3.38)-(3.48),

o
Swit)

6B(1)

5uf31
Swid

6B(l)

) uf,';)

swm

82

)
52y

(1) + A,(f)

(1)
oCpp =0

hy Cﬁ;)cn u pyhy

1 1 1 2 ..
hy ,¢<13>c3( :(c‘z ﬁ<>)+/1<>+q_P1h1W(1)=0

(1) (1)_ <1> h (1) (1)
hy Cazes (W ( ) + 112 Casep ﬁcDB +

ha 1(2) (1) _
_71/1;1 - ﬁ =0

112

hi Chnen Uoc, p + 24 = A3’ = pi hi gy =0
i i+1 i o (i
R Cloes (woi= B ) + A5 = 2 = py hp ' =0

(i) (i) __ (l) h3 ) (i)
hCA3C3( )+ lC CDBCDB

h;i i+1 h;i i
_?llﬁll"')_?ll(l)_ ilz (l)_o

hn Chstp Uge pp = A" = P hn i) =0

hn C£g>c3 ( '<CT;1) B(m) - ’1<3n) = pn hy W =0

(n (n) _ <n) hn” ~(n (n)
hCA3C3( )+nCBCDﬁCDB+

hn 4(n) (n)
_T/IAn -p BAn—O

"12

hj i—
ud)+ Mgl 4 4 Bz =1 — g

0A

wii) —wii-D =

en QD

en Q1

en QD

en Q8

en Q)

en Q8

en QM

en S

en SU

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

j=2,..,n

El conjunto de ecuaciones (3.55)-(3.63) describe (5n) PDE de segundo orden acopladas a
un sistema de (3n — 3) ecuaciones algebraicas (3.64)-(3.65) en términos de (8n — 3) variables
cineméticas (desplazamientos y giros) y estéticas (tensiones transversales interlaminares). El
modelo por capas propuesto constituye una teoria de (10n)-ésimo orden con (10n) condiciones

de contorno.
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4 DISCRETIZACION POR ELEMENTOS FINITOS

4.1 Forma Débil

La forma débil de las (8n —3) ecuaciones que gobiernan el problema se obtiene
multiplicando a las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas en (3.38)-(3.48) por sus
respectivas variaciones e integrando sobre el dominio del elemento Qe,

0= fym Sufy [N+ 28 = py by ] a0 4.1)
0= fom sw [0 + 2 + q — py hy W] dQ (4.2)
0= fyw 05" [0 - MB, —2 2P - py B V] e (4.3)
0= fyoug) [N+ 25 =20 — iyl | do i=2..,n-1 (4.4)
0= fow ow [QF), + 25"V = 25 — p; hy W] da i=2..n—1 (45)
0=Jou 5,8‘”[ O M e g0 i ,3A<L>] e i=2..n—-1 (4.6)
0= fom Sugy [ NG = A = py by i1l | a2 @.7)
0= fyo sw [ Q) — A1 — p, by W] dO2 (4.8)
hn
0= fum 8B [ - MfE =" A — p, "2 tn’ 0] dq (4.9)
0= [, A [ul) + 2Lp —uliV+ L2 pY Y] da j=2.,n  (4.10)
0=, 5AY [w —wi=1] dQ j=2,..n  (4.11)

Es de notar que las variaciones de los desplazamientos y de los multiplicadores de
Lagrange toman el rol de funciones de peso en el desarrollo de la forma débil. Integrando por
partes,

0= foo [Subidy NiZ = Subd A + 6ufy) oy by if}] dy (4.12)

0= [ [uris Q5 — sw® AP — sw® q + 6wV p; by V] dO (4.13)
3 ..

0= fow |8svi5Qs" — o850 My + 6p0 2 2P + 55 py "2 ] (4.14)

0= fyo [Subl, Nia — Subh 4 + sul) 40 + suf) py by i) da (4.15)
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0= [ooldwriz Q8 — w457 + 6w 2 + sw py ] de (4.16)

0= [y 8570080 — 6B M + 557 2L A0+ + 65 2 2D + 6810 p; 2o 0] acr (4.17)
i=2,...,n—1

0= fyoo [Subiy NiE + 8uli) A7 + Sull) oy hy il | a2 (4.18)
0 = fyn [8u7f3 @ + 5w 28 + 6w™ p, hy 9] (4.19)

3 ..

0= fom [SB}/A W — o My + spiY A+ 6B p T /3,}"’] dQ (4.20)
0= Jf, [629 u) + 620 L g — 620wV + 549 222 pU V] (4.21)
0= [, [62Y w¥ — 529 wi=1] do (4.22)
j=2,..,n

donde se introduce la notacion §¢(*) para indicar la variacion de (*) respecto de (-). Las

condiciones de contorno de fuerza o tipo Neumann son consideradas nulas a partir de la
asuncion de perimetro empotrado. Es decir,

NE(,Z n,=0 en T (4.23)
M n, =0 enT, (4.24)
D ny=0 enT (4.25)

4.2 Modelo de Elementos Finitos

La forma débil del modelo presenta derivadas primeras de las variables cinematicas,
requiriendo continuidad c® en el plano (i.e., resulta necesario forzar la continuidad entre
elementos so6lo de [{u),w®,g{"}; i=1,..,n], pero no de sus derivadas). Mientras que las
variables estaticas pueden ser discontinuas al no aparecer sus derivadas (Continuidad C™).

Usando elementos finitos isoparamétricos (Bathe, 1996; Reddy, 2006),

o) = 2N 25 (426
wd = NN N, kD) (4.27)
O = gan N, pr i=1,..,n (4.28)
A = TN 25 (4.29)
1(3” = Y N, A () j=2,.,n (4.30)
A= ZNY N, 2 (4.31)

donde Ny, (r,s) son las funciones de forma asociadas al nodo k y NN el nimero de nodos del
elemento. La tilde circunfleja (™) indica variable nodal.
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Figura 4.1: Elemento cuadrilatero bi-lineal.

Cada funcién de forma Ny, (r, s) es definida de manera tal que su valor es unitario en el nodo
k, y cero en los demas nodos, siendo {(r,s) € [—1;+1]} el sistema de coordenadas convectivo
(natural) del elemento. De este modo, para el elemento de 4 nodos de la Figura 4.1, se tienen
las siguientes funciones de forma,

Ny =2 (1+7)(1+5) Ny=-(1-7r)(1-5)

1 1 (4.32)
N2=Z(1—r)(1+s) N4=Z(1+r)(1—s)

Las matrices del modelo de elementos finitos son calculadas mediante integracion
numeérica, en particular la cuadratura de Gauss resulta la técnica mas atractiva entre las
disponibles en la literatura (Zienkiewicz & Taylor, 1994; Bathe, 1996). Si el nUmero de puntos
de Gauss empleado es el suficiente como para tener una evaluacion exacta de las integrales,
se denomina completa. Mientras que si se emplean menos puntos, la integracién es reducida.

En ese sentido, un aspecto importante del empleo de la interpolacién (4.32) es que
asumiendo integracion numérica completa, este elemento bloquea (“locks”) cuando su relacion
espesor/lado es baja. Dicho problema, conocido como bloque por corte (“shear locking”), es
debido a que con la interpolacion utilizada, la deformacion transversal por corte no puede ser
nula en todos los puntos del elemento cuando éste es sometido a un momento flector
constante (ver Apéndice B). Esto conlleva a elementos artificialmente rigidos conforme la
relacion espesor/lado disminuye, siendo mas pronunciado en elementos distorsionados. De
este modo, las hipétesis de Kirchhoff no pueden ser simuladas numéricamente por este
elemento cuando se analizan placas o cascaras delgadas. Una solucién simple consiste en el
empleo de integracion reducida o selectiva (i.e., integrar en menos puntos solamente los
términos referidos al corte), aunque ambas técnicas incorporan modos espurios de cuerpo
rigido (i.e., con energia nula) adicionales a los 5 modos de cuerpo rigido siempre presentes en
estos elementos (Dvorkin, 1984).

Una solucion méas confiable y eficiente, con buenos resultados numéricos tanto en el campo
lineal como no lineal, ha sido presentada por Dvorkin & Bathe (1984). Siguiendo este enfoque,
las deformaciones membranales y de flexidn son interpoladas de manera diferente respecto de
los efectos por corte transversal. Para evaluar los primeros, se emplea la interpolacion (4.32),
tal como se realiza usualmente, para lo cual es necesario realizar las siguientes derivadas,

uly . = I N,, ahsY (4.33)

i 5K (D) .
ﬁfl‘; = Yk%1 Ni,, B i=1,.,n (4.34)
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Aplicando la Regla de la Cadena, se escribe,
Ny, N,

Tl=7- ' 4.35
w = 39

donde es introducida la matriz Jacobiana J,

Jun Jiz ] [ Zl'r Zz,r ]
= = 4.36
]— Jo1 22 Zl,s Zz,s ( )
Invirtiendo el Jacobiano de la transformacion, se obtiene,

Nkrl __ 1 Jo2 =21 ] . Nk'r (4.37)

Ni,, det(1) | =Jiz2 Ju N, '

siendo el determinante del Jacobiano,

det(]_) =J22 J11 =12 )21 (4.38)

Por otra parte, para calcular la deformacion por corte transversal de cada capa, se
interpolan las componentes covariantes del tensor de deformaciones infinitesimales medidas en
el sistema de coordenadas convectivo del elemento como se muestra en el Apéndice C,
obteniéndose las siguientes expresiones,

Vis = 2B (g ) [ HE (g gy I (g p2)| 4+

8 det(])

T -s) [T B (g pr) - BB (g4 )|} +
g (e [P (B4 ) - 2R (B4 )] +

8 det( D

T-r) [T A (g2 gy - BB (24 43)|) (@.39)

vaa =~ (4 9) [P = (B4 52) - (B 4 3] +

8 det( D

+(1-s) [ZET B (g gy - BB (B4 )|+
s () [P 52 (e ) - 55 (B4 8] +

8 det(])

+-r) [T R (g g - BB (24 43)]) (@.40)

donde,
A =2 —21—23+2}
B, =2}—21+21-2}
C,=21+2} -2} -2} (4.41)
A, = 27 — 25 — 25 + 2§ .
B, A12—222+Z§—ZZ
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Este elemento, conocido como MITC4 (“Mixed Interpolation of Tensorial Components — 4
nodes”), no presenta problemas de blogueo, incluso asumiendo integracion numérica completa,
cumple satisfactoriamente el test de la parcela (“patch test”) y su costo computacional resulta
semejante al de la formulacién isoparamétrica tradicional (Dvorkin, 1984).

Sustituyendo (4.32), (4.39) y (4.40) en la forma débil (4.12)-(4.22) se obtiene el modelo de
elementos finitos,

~ T -~ N o
sa VT - [AG 8V - H, AP+ M iV =0 (442
sw T [gm WO L EOT. RO g, 3D —F0 4 M© .@m] =0 (4.43)

SBT [é(bl) BO+ED @@+ DD B 4 HY .22 4 M® .Em] =0 (4.44)

a7 [AD) 05 —H, AV 4 H, A0+ MY -G =0 (4.45)
SWOT . [g(l') W EDOT .Em - H, '1(3”1) +H, .Zg’) + Mﬁi) .@m] =0 (4.46)
SEG)T . [A‘,f’ .E<i> +ED . w® 4 p© .Eu) + Hi” D Hi” A0 4 Mﬁ” 'E(i)] =0 (4.47)

i=2,..,n—-1

sus" " [AY 8 + Hy AW+ MY TV] =0 (4.48)
SWMT. [Qn) W™ L EWT M L g, A 4 M .@m)] =0 (4.49)

Sp™T [A‘bn) B +E™ @M 4 DB 4 H® A0 4 M™ .Em)] =0 (4.50)

SADT. [§§j> a + g+ U —BY, .géi—ﬂ] =0 (4.51)

829" [0 - w0 —pY @V =0 (452

donde las matrices presentes en el mismo son derivadas en el Apéndice D.

Para un sistema de 3 capas, el conjunto de ecuaciones se puede expresar en forma
matricial compacta como,

C, Q,' % | (M, 0 X, | [F,

Q, 040, 0 A, || 0 0 0 0 A, | |0
Q, Cp 92; X, |+ 0 M, 0 22 =l 0 | (453
0 Q, 0 Q. ||4, 0 0 0 0 [[A,]| |60

. Q. Ci || x5 | 0 M, ig_ 0 |
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donde % = [af",@,B®| T son las variables cinematicas de la capa i, 2, =[i%,1%| T son las
variables estaticas referidas a la interfaz j, (C;;,M;;) son las contribuciones de rigidez y masa de
cada capa, respectivamente, y (Qii:Qij) son las matrices resultantes del problema de

restriccion Lagrangeana. El arreglo F; representa las cargas nodales equivalentes aplicadas en
la primera capa.

4.3 Andlisis lineal estéatico

En el estudio de flexion estatica geométricamente lineal, el conjunto de ecuaciones (4.53) se
reduce a la forma,

€y Q) 1T% ] 5]

Q, 0.9, 0 i, | | o
Q, C, Q' %, [=| 0 (4.54)
0 Q, 0 Q. ||4, 0

_ Q, € ||%] 0]

Como es caracteristico de las formulaciones mixtas, la matriz de rigidez generada no es
definida positiva. Ademas, el nimero de incégnitas aumenta rapidamente conforme se agregan
mas capas al modelo, por lo que la resolucién del sistema de ecuaciones resulta dificil y
costosa desde el punto de vista computacional. Se presenta a continuacién una sencilla
metodologia para remediar este inconveniente, a partir de la condensacion de las variables
cinematicas.

De la expresion (4.54), se plantea,

£11'21+sz'22=£1 911'21=E1—9E'Zz
222'22 +Cr X, +9§3'Z3 =0 = Cpn'X 2_222'22_953'23 (4.55)
233'23‘*'233'23:9 233'232_933'23

Reemplazando los desplazamientos (y rotaciones) en las ecuaciones restantes, se alcanza
la matriz de rigidez reducida,

~

1 AT T T Al T .
Q,¢, ,+Q,¢C,Q, Q,¢C, Q, - A, _ 912'9111 F, (4.56)

1 14 AT T A 2
223 'gzz '922 223 'gzz '923 +g33 '(—:33 '933 A, 0

Asi, una vez determinados los multiplicadores de Lagrange, se obtienen las variables
cinematicas. Esto representa un aspecto muy fuerte del modelo dado que permite obtener las
tensiones transversales interlaminares sin necesidad de resolver el sistema completo.

La condicion de estabilidad necesaria pero no suficiente para resolver el conjunto de
ecuaciones (4.56) resulta,

ny=mn, (4.57)

donde n, y n; son el nimero total de grados de libertad de las variables cinematicas y
estaticas, respectivamente (Zienkiewicz & Taylor, 1994).
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Este esquema se repite segun el nUmero de capas que se tenga. Para un nimero de capas
n, la formulacién mixta queda expresada en (4.58). Posteriormente, operando con un modo

similar a lo expuesto, se obtiene la matriz reducida (4.56).

Ch 912
912 0
922

0

Q, ©

C, Q.

Q, 0 Q,
Q, C.
0 Q,

4.4 Andlisis de vibraciones libres

(=)

—nn

@]

—=nn

|

nn

A, |0
%, |0
A, |0
X, [=| 0| (458)
A, |0
A, | |0
Xx,| L0

En el analisis de vibraciones libres sin amortiguamiento, la respuesta de la placa se asume

periddica,

|

— a0
i =X €

iwt

(4.59)

donde x? son amplitudes nodales independientes del tiempo y w es la frecuencia angular de
vibracion del sistema. La letra "i" denota la unidad imaginaria (i = v—1). Considerando nula la

energia potencial debido al trabajo externo de las cargas aplicadas, al reemplazar (4.59) en el
sistema representado en (4.53, se tiene el problema de autovalores,

Cy

Q,
0

Q,
0

—=12

T

Q, o

C, Q'

Q, 0 Q.
Q, C.

La solucién no trivial requiere que,

Mll

0

0
0 0
0 M,
0 0

det (K—w?M) =0

posteriormente impuestas las condiciones de contorno.

4.5 Resolucidén del problema de autovalores

e e 1o Ie

X]

iz

X, | (4.60)
0 ||,
M,, || X3 |

(4.61)

Tal como se hizo hincapié previamente, la matriz de rigidez no es definida positiva, asi como
tampoco lo es la matriz de masa del modelo, lo que se traduce en una dificultad numérica. Una
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gran cantidad de procedimientos numéricos se han desarrollado para problemas de
autovalores en mecanica estructural (ver Bathe & Wilson, 1972, 1973; Chopra, 1995; Bathe,
1996), no obstante, en la mayoria de los casos se requiere que las matrices de rigidez y masa
sean definidas positivas. A los efectos, se propone en este trabajo una metodologia simple de
resolucién del problema en base al Método de Iteracién Inversa (“Inverse Vector lIteration
Method”).

El procedimiento consiste en establecer inicialmente un vector de prueba. Posteriormente,
se evalla el lado derecho de (4.60). Dado que los vectores propios so6lo pueden ser
determinados dentro de un factor de escala, la eleccién de w? no afecta el resultado, por lo cual
se asume w? = 1. De esta forma, se obtiene el vector de cargas equivalentes de la iteracion m
expuesto en la expresion (4.62).

M, 0 Xin | | My, X5,
0 0 0 0 Aom 0
0 M, 0 Xon |=| My X5, (4.62)
0 0 0 0 ||4,, 0
i 0 My, || X5, | | My-X5, |

donde es importante destacar que la coma no indica diferenciacion en este caso.

Como el vector inicial se establece arbitrariamente, en general no se cumple la igualdad
representada en (4.62) (si se satisface, el vector de prueba es un autovector), por lo que se
debe resolver el conjunto de ecuaciones (4.63).

911 912T g;mﬂ | M, gcl)m
912 0 gzzT 0 inmﬂ 0
222 C. 2231- ) X;,mu =| M,, g;m (4.63)
Q 923 Q 233T iimﬂ Q
L 233 Cs; 1L gg,mu 1 L M, ggm J

La solucion de este sistema se halla procediendo de igual manera que en el problema
estatico.
Posteriormente, el correspondiente autovalor se computa aplicando el Cociente de Rayleigh,
0T <0
X ‘M. X
=L m+1 U TbLom
((Uz)m+1 =X ~oT S0 (4.64)

: M. -X;
=L om+1 —U TL om+1

Al ser definidas positivas las sub-matrices de masa M;; asociadas a cada una de las capas,
se garantiza que el divisor de la expresion (4.64) no sea nulo, asi como también que el
resultado obtenido sea mayor a cero.

Luego, se normaliza el vector resultante de manera que el nuevo vector cumpla,

LoxpT M; %) =1 (4.65)

m+1 —H Zh oy
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Esta normalizacién mantiene los elementos del vector con valores similares durante cada
iteracién. Si no se lleva a cabo, los valores de los elementos crecen y decrecen en cada paso,
pudiendo ocasionar problemas numéricos.

La comprobacion de la convergencia se especifica comparando dos valores sucesivos del
autovalor,

€ = < tol (4.66)

H (@) a1 =@y

(wz)m+1

donde || -|| representa el valor absoluto. Si el criterio de convergencia no se satisface, se
comienza una nueva iteracién utilizando como vector de prueba aquel obtenido al resolver el
sistema (4.63). El procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia establecida. A
medida que se incrementa el nimero de iteraciones, se tiende al autovalor y autovector mas
bajo.

La evaluacion de los modos y frecuencias superiores se puede realizar introduciendo un
desplazamiento (“shifting”) en la escala de autovalores, o estableciendo, mediante la técnica de
Grand-Schmidt, un vector de prueba inicial ortogonal a los autovectores hallados.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Se implementa un cddigo en el software GNU Octave v3.6.1 (Eaton et. al., 2011) para el
andlisis numérico de problemas de flexion estatica geométricamente lineal y vibraciones libres
no amortiguadas de placas compuestas, en base al modelo presentado. Se realizan una serie
de ejemplos que son contrastados con la solucién de la Elasticidad 3D disponible.

Las placas analizadas presentan una geometria rectangular con dimensiones a,b
coincidentes con las direcciones (z!,z2), respectivamente, y sus cuatro bordes se encuentran
simplemente apoyados. Se modela por razones de simetria, tanto para el caso estético lineal
como para el modo fundamental de vibracion, sélo un cuarto de la placa con una malla
uniforme de 6x6 elementos MITC4 (ver Figura 5.1), salvo ofra indicacion. La evaluacion
numérica de las integrales se lleva a cabo a partir del método de cuadratura de Gauss,
empleandose 2x2 puntos para todos los términos (i.e., integracién completa), con excepcion del
ejemplo donde se estudia el bloqueo por corte.

Las condiciones de borde empleadas, son:

(z',0): wi = uff{ — 1<i> -0
(0,22): wi = u§i2> _ Zgi) -0

(z%,b/2): u((7i2) - §i> -0

(a/2,2%): ul) =g =0 (5.1)

Los resultados se presentan adimensionalizados de acuerdo a lo siguiente,
2 100 ET h®

(a_ /L) © : = (12 ) w
h ET qo a*

— (100 ET h? . __ (100 ET h?
U = Uy ) 2 = U

S|

w

qo a3 u qo a3
_ h? _ h?
011:(%7) 011 ; 022=(qo7) 032
533=(i)033 ; 5122(%) 012
do do @
013 = (%La) 013 ; O3 = (%La) 023 (5.2)

Las ubicaciones para la evaluacion de los desplazamientos y tensiones tabulados, a menos
que se especifiquen otras, son las siguientes,

Desplazamiento transversal al plano w: (0.50a;0.50b)

Tensién normal en el plano &, ;: (0.50a;0.50b; 0.50h)
Tension normal en el plano &,,: (0.50a;0.50b ; interfaz inf.)
Tensién de corte en el plano &, ,: (0.00;0.00; 0.50h)
Tension de corte transversal al plano a;5: (0.00;0.50b;0.00)
Tensién de corte transversal al plano &,5: (0.50a;0.00;0.00)
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Figura 5.1: Malla uniforme de 6x6 elementos en un cuarto de placa.

Las tensiones son calculadas en el punto de Gauss mas cercano a la posicion indicada,
salvo las obtenidas a través de los multiplicadores de Lagrange (designadas con el superindice
“L"), que pertenecen a los nodos.

En el analisis de vibraciones libres, la tolerancia empleada para la resolucién del problema
de autovalores mediante el Método de Iteracién Inversa fue establecida en 1e-6.

5.1 Analisis de convergencia. Efectos de la relacion espesor/lado.

Este problema se focaliza en la convergencia del modelo de elementos finitos, no sélo al
refinar la malla en el plano, sino también la discretizacion del espesor. El objetivo es verificar
tanto el modelo matematico formulado como su implementacién numérica, al analizar si los
resultados tienden a la solucion exacta de la Elasticidad (Pagano, 1970) conforme se
incrementa el ndmero de grados de libertad numéricos. Ademas, se estudian el fendmeno
numeérico de bloqueo por corte y el efecto de la distorsion en la malla.

Se considera una placa laminada rectangular (b = 3a) simplemente apoyada con una
secuencia de laminado (0°/90°/0°) (“Three Layers Symmetric Cross Ply”), bajo una carga con
distribucion bi-arménica,

q(zt,z?) = q, sin (nTzl) sin (”b—zz) (5.3)

siendo q, la amplitud de la carga sinusoidal.
Las propiedades del material de las laminas son,

L =25 vy = 0.25

T

ST — 050 81T — 0.20 (5.4)
ET Er

donde los valores de E; y p resultan arbitrarios debido a la adimensionalizacion (5.2). Las
relaciones dadas en (5.4) son tipicas del material compuesto grafito-epoxi. Los subindices L, T
refieren a las direcciones paralela y transversal a la fibra, respectivamente, tal como se detalla
en el Apéndice A.

47



Los resultados se muestran en la Tabla 5.1, los gréaficos de convergencia, en la Figura 5.2.

Referencia Malla C;flijlge Relacion i/a
0.50 0.25 0.10 0.05 0.02 0.01
Actual 2x2 3 layers 8.2994 2.8081 0.8937 0.5831 0.4937 0.4809
6 layers 8.4141 2.8697 0.9088 0.5872 0.4944 0.4811
9 layers 8.5704 2.8944 0.9120 0.5880 0.4945 0.4811
12 layers 8.6368 2.9041 0.9132 0.5883 0.4946 0.4811
4x4 3layers | 8.1034 | 2.7578 | 0.8989 | 0.5994 | 0.5134 | 0.5010
6 layers | 8.2195 | 2.8191 | 0.9135 | 0.6033 0.5140 | 0.5012
9layers | 8.3666 | 2.8423 | 0.9167 | 0.6041 0.5142 0.5012
12 layers | 8.4289 | 2.8514 | 0.9178 | 0.6044 | 0.5142 0.5012
6x6 3layers | 8.0673 | 2.7485 | 0.8998 | 0.6023 0.5169 | 0.5046
6 layers | 8.1837 | 2.8096 | 0.9143 | 0.6062 0.5175 | 0.5048
9 layers 8.3292 2.8326 0.9174 0.6070 0.5177 0.5048
12 layers 8.3907 2.8416 0.9186 0.6073 0.5177 0.5048
Pagano(1970) - - 8.17 2.82 0.919 0.610 0.520 0.508

Tabla 5.1: Deflexion central de una placa rectangular (b=3a) simplemente apoyada con un esquema (0°/90°/0°) bajo
una carga sinusoidal.

Se observa que al refinar la malla, los resultados convergen a la solucion de la Elasticidad,
incluso para placas muy delgadas no produciéndose bloqueo. Para placas gruesas, la precision
del modelo disminuye levemente, debido a la hipétesis de la normal transversal indeformable,
la que no es estrictamente cierta para altas relaciones espesor/lado. Al mismo tiempo, se nota
que la discretizacién del espesor tiene mas peso en las placas de moderada y, principalmente,
gran altura. Esto se debe a que para tales casos, el efecto de la deformacién por corte es
importante y debe ser inevitablemente tenido en cuenta. En ese sentido, al aumentar las capas
de célculo en el espesor, se obtiene una representacibn mas precisa de la energia de
deformacion por corte, asumida constante en cada capa. Por el contrario, para bajas relaciones
espesor/lado, este efecto pierde relevancia, no siendo necesaria una discretizacion del espesor
fina.

A los efectos de estudiar el problema de bloqueo, se contrasta el comportamiento del
elemento MITC4 respecto de la formulacién isoparamétrica tradicional (denominada QUADA4),
para la cual diferentes estrategias de integracion numérica son empleadas (ver Tabla 5.2). La
placa analizada presenta un esquema de laminado (0°/90°/90°/0°) y su relacién de lados se
establece en a/b = 1, el resto de las caracteristicas del problema coinciden con las analizadas
mas arriba. El espesor se discretiza en 8 capas iguales de calculo.

Tipo de Puntos de Integracion de Gauss
integracion Membranal Flexion Corte
Completa 2x2 2x2 2x2
Selectiva 2x2 2x2 1x1
Reducida 1x1 1x1 1x1

Tabla 5.2: Esquemas de integracion numérica mediante cuadratura de Gauss.
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—3 Layers —6 Layers —9 Layers —12 Layers Exacta
1,100 - 1,100
1,075 - 1,075
h/a=0.50 h/a=0.25
1,050 - \ 1,050
o k o X
1,000 \ 1,000 \
¥ \
0,975 - 0,975
0'950 1 1 L L 1 1 1 ] 0,950 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
NUmero de elementos* Numero de elementos*
1,050 - 1,050
1,025 - h/a=0.10 1.025 h/a=0.05
1,000 7 1,000
—
0,975 - i e— 0,975
0,950 - 0,950
0,925 - 0,925
0,900 ! ! ! ! ! ! ! ! 0,900 . : . , . . . )
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
NUmero de elementos* NUmero de elementos*
1,050 - 1,050
1,025 + h/a=0.02 1,025 h/a=0.01
1,000 1,000
0,975 4 0,975
0,950 - 0,950
0,925 - 0,025
0.900 | | | | | | | J
’ 0’900 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 s 10 15 20 25 30 35 40

Numero de elementos*

* En un cuarto de placa.

Figura 5.2: Convergencia del modelo para varias relaciones espesor//lado. Eje de ordenadas: W crya./Wexacra-

Numero de elementos*
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Los resultados son presentados en la Tabla 5.3, donde las designaciones “F”, “S”, “R”
refieren al tipo de integracién (completa, selectiva y reducida, respectivamente). En la Figura
5.3 se muestra la variacion del desplazamiento vertical maximo para las distintas relaciones
espesor/lado, en donde el eje de ordenadas se encuentra en escala logaritmica. Se demuestra
como el elemento QUAD4, a diferencia del MITC4, bloquea al asumir integracion completa,
subestimando la deflexibn a medida que la relaciébn h/a disminuye. Al emplear integracion
reducida o selectiva, la respuesta del elemento QUAD4 no presenta locking. No obstante, este
enfoque practico origina una deficiencia en el rango de la matriz de rigidez que puede dar lugar
a modos espurios de energia, tal como se comento previamente, lo que baja la confianza de
los resultados numéricos.

Relacion h/a
Referencia Elemento
0.50 0.25 0.10 0.05 0.02 0.01

Actual MITC4 5.3058 | 1.9523 | 0.7360 | 0.5109 | 0.4423 | 0.4323
QUADA4-F 5.2984 | 1.9433 | 0.7217 | 0.4774 | 0.3104 | 0.1604

QUADA4-S 5.3298 | 1.9596 | 0.7376 | 0.5114 | 0.4424 | 0.4323

QUAD4-R 5.3364 | 1.9634 | 0.7401 | 0.5137 | 0.4447 | 0.4346

Pagano(1972) - 5.0745 | 1.9367 | 0.7370 | 0.5128 | 0.4446 | 0.4347

Tabla 5.3: Performances de los elementos MITC4 y QUAD4 para distintas relaciones espesor/lado.

| —>—MITC4 —=—QUAD4-F —¥—QUAD4-S ——QUAD4-R —©—Exacta

10,00 - - -

1,00

_________ Fmmm—————
|
|
'

Laminado (0°/90°/90°/0°)

|

e

010 Lommmmm e

(h/a)*

Figura 5.3: Variacion de la deflexion méxima segun la relacién espesor/lado. Laminado cuadrado (0°/90°/90°/0°)
simplemente apoyado bajo carga sinusoidal. Eje de ordenadas: log;,[w].

Muchos de los problemas reales de ingenieria presentan geometrias complejas en las
cuales resulta inevitable la presencia de elementos distorsionados (Jacobiano no constante).
Partiendo del ejemplo previo, se estudia la influencia de la distorsion de la malla. Los elementos

distorsionados son generados a partir de nodos definidos mediante la siguiente expresion,

1=2+r.sA

72 =22 41,50z

(5.5)
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en donde 7, es un nimero aleatorio entre [—1.0;+1.0], (Az',Az') son los tamarios de los
elementos de la malla regular en las direcciones (z!,z2), respectivamente, y s € [0.00; 0.40] es
un parametro usado para controlar el grado de distorsién. La tilde breve (™) refiere al nodo
irregular. Para este caso en particular, las mallas son de 4x4 elementos MITC4 (ver Figura 5.4).

> >
1 1
_Z _Z
— — S
b B __‘L'-—-—_.___“______-n
y y ||
4 AN
‘zz
P
1
Z
AV AV
AN AN

Figura 5.4: Mallas distorsionadas de 4x4 en un cuarto de placa.

La Tabla 5.4 presenta los resultados obtenidos, observandose que la solucion de elementos
finitos se ve ligeramente alterada al distorsionar la malla. El elemento MITC4 resulta poco
sensible a la distorsion.

) Factor de Relacion h/a
Referencia distorsi6
Istorsion | g 50 0.25 0.10 0.05 0.02 0.01
Actual 0.00 5.3275 | 1.9567 | 0.73492 | 0.50851 | 0.43944 | 0.42933

0.10 5.3296 | 1.9581 | 0.73539 | 0.50864 | 0.43943 | 0.42927

0.30 5.3266 | 1.9537 | 0.73155 | 0.5049 | 0.43555 | 0.42534

0.40 5.3465 | 1.9561 | 0.73059 | 0.50417 | 0.43502 | 0.42482

Tabla 5.4: Efecto de la distorsién de la malla en la solucién.

5.2 Verificacién numérica de los multiplicadores de Lagrange.

Una determinacion precisa de las tensiones transversales interlaminares en los laminados
compuestos resulta muy importante en el estudio de los modos de dafio entre laminas,
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principalmente en la iniciacion y propagacién de mecanismos de delaminacion (falla de la junta
adhesiva). En particular, las tensiones interlaminares adquieren valores picos de gran magnitud
en regiones cercanas a discontinuidades tales como agujeros, bordes libres de traccion y
frentes de delaminacién. En dichas zonas el estado tensional es altamente tridimensional,
aunque disminuye rapidamente al alejarse de los bordes. Este efecto es conocido como “free-
edge”. En las formulaciones de desplazamientos, como ya se ha mencionado, las tensiones
interlaminares son computadas integrando las ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad
tridimensional, a partir de las tensiones en el plano provistas por el modelo de elementos
finitos. Esta técnica de post-procesamiento lleva implicita una pérdida de precision al ser
necesario calcular las segundas derivadas de los desplazamientos, dado que generalmente las
funciones de interpolaciéon no satisfacen los requisitos de continuidad requeridos. En este
sentido, los modelos mixtos adquieren mayor relevancia al permitir una evaluacién directa de
las tensiones interlaminares. El objeto de este problema es analizar la performance numérica
de los multiplicadores de Lagrange que representan las fuerzas superficiales interlaminares
entre capas.

Se analiza una placa cuadrada con propiedades de materiales, secuencia de laminado,
condiciones de borde y estado de carga iguales a los del primer ejemplo. El espesor de
discretiza en 24 capas de calculo de altura h; = h/24 (8 layers por cada lamina), asegurando
una correcta distribucion de las tensiones a lo largo de la dimensién transversal de la placa.

Se comparan en la Tabla 5.5 y Tabla 5.6 los esfuerzos de corte transversales al plano
computados mediante los multiplicadores de Lagrange, respecto de los valores de la
Elasticidad (Pagano, 1970). La distribucion a través del espesor para una relacion h/a=0.25, es
expuesta en la Figura 5.5 y Figura 5.6.

Relacion 013 Relacion
h/a Actual Pagano (1970) | Actual/Pagano
0.50 0.1693" 0.164 1.033
0.25 0.2585" 0.256 1.010
0.10 0.3594 " 0.357 1.007
0.05 0.3878" 0.385 1.007
0.02 0.3904" 0.393 0.993
0.01 0.3721" 0.395 0.942

Tabla 5.5: Comparacion de las tensiones transversales de corte d;3. Laminado cuadrado (0°/90°/0°)
simplemente apoyado baja carga sinusoidal.

Relacion 023 Relacion
h/a Actual Pagano (1970) | Actual/Pagano
0.50 0.2710" 0.2591 1.046
0.25 0.2186" 0.2172 1.007
0.10 0.1231" 0.1228 1.002
0.05 0.0932" 0.0938 0.993
0.02 0.0833" 0.0842 0.990
0.01 0.0792" 0.0828 0.957

Tabla 5.6: Comparacion de las tensiones transversales de corte 0,3. Laminado cuadrado (0°/90°/0°)

simplemente apoyado baja carga sinusoidal.
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Figura 5.5: Variacion a lo largo del espesor de la tension de corte transversal &,3(0,b/2, 7°) para h/a=0.25.
Laminado cuadrado (0°/90°/0°) simplemente apoyado bajo carga sinusoidal.
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Figura 5.6: Variacion a lo largo del espesor de la tension de corte transversal 5,3( a/2,0,2%) para h/a=0.25.
Laminado cuadrado (0°/90°/0°) simplemente apoyado bajo carga sinusoidal.

Las tensiones transversales de corte tienden a cero conforme se acercan a los bordes
libres. A diferencia de los materiales is6tropos homogéneos, el valor maximo puede no estar
ubicado en la mitad del espesor. A pesar de que el esquema de laminacién es simétrico,
conforme se incrementa la relacion h/a, la tensiébn normal transversal g;; conduce a una
variacion no simétrica de las tensiones (y también de los desplazamientos) a lo largo de
espesor, como lo indica la solucién exacta. Esta asimetria no puede ser representada si se
desprecian los efectos de o;5.

En la Figura 5.7 se compara graficamente la distribucion de la tensién normal transversal al
plano para una relacion h/a=0.02. El perfil esquematizado resulta coherente con la solucién de
la Elasticidad, pese a no considerar deformable la normal transversal.
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Figura 5.7: Distribucién a lo largo del espesor de la tensién normal transversal G35 ( a/2,b/2,2%) para h/a=0.02.
Laminado cuadrado (0°/90°/0°) simplemente apoyado bajo carga sinusoidal.

En el andlisis de vibraciones libres, se considera para una relaciéon h/a = 0.30, dos placas
cuadradas con secuencias de laminado (0°/90°) y (0°/90°),, mientras que para una relacion
h/a = 0.20, una placa cuadrada con un esquema (0°/90°)s. La variacion de las tensiones
transversales modales computadas por medio de los multiplicadores de Lagrange es expuesta
en la Figura 5.8, Figura 5.9 y Figura 5.10. Los valores obtenidos son divididos por su maximo
valor absoluto. Se encuentra una correlacion entre los resultados conseguidos y los
presentados por la solucién de la Elasticidad de Noor (1973), la solucion analitica de la Teoria
de Orden Superior de Matsunaga (2000), y la solucién tridimensional mixta de elementos finitos
de Desai et. al. (2003). La historia de convergencia del método de resolucion de autovalores es
presentada en la Figura 5.11. Se nota buena velocidad de convergencia, alcanzandose la
tolerancia establecida en unas pocas iteraciones en los tres casos.
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Figura 5.10: Tension de corte transversal 5;5(0,b/2,2°) y tension normal transversal 33 (a/2,b/2,2%) modales para
una placa laminada (0°/90°)s simplemente apoyada. (E,/Er=30 — 20 capas de calculo).
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5.3 Placa Multicapas. Efecto Zig-Zag.

En aplicaciones practicas, las estructuras compuestas suelen tener una gran cantidad de
laminas, en algunos casos, 100 o mas. Resulta apropiado, entonces, estudiar la respuesta del
modelo en situaciones donde se tiene un nimero alto de capas reales.

Se analiza una placa cuadrada con una secuencia (0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°) (“Nine
Layers Symmetric Cross-Ply”) para tres relaciones espesor/lado diferentes. Las propiedades
mecanicas del material, las condiciones de contorno y el estado de cargas concuerdan con lo
fijado en el primer problema. La altura total de las laminas orientadas a cero grados es la
misma que la de las laminas orientadas a noventa grados (i.e., hype = h/10, hgeo = h/8). El
espesor se discretiza en 18 capas de calculo, correspondiendo 2 para cada una de las laminas
(i.e., hjge = h/10/2, h; 99- = h/8/2).

Los resultados son comparados en la Tabla 5.7 con la solucién analitica de la Elasticidad
(Pagano & Hatfield, 1972). En la Figura 5.12, para una relacion h/a=0.25, se muestran los
desplazamientos en la direccion z3 para el cuarto de placa modelado. Para la misma relacion
espesor/lado, en la Figura 5.13-Figura 5.15 se presenta la variacion de tensiones en el plano a
través del espesor, donde se aprecia como se distribuyen los esfuerzos en cada lamina en
funcion a la orientacion de sus fibras. Esta caracteristica permite apilar las laminas, cada una
orientada segun los requerimientos de disefio, optimizando el uso del material.

h/a Referencia w 011 022 012 013 033
Actual 5.5820 0.9829 0.9150 -0.0609 0.2094" 0.2003"
050 Pagano & Hatfield (1972) 5.2992 1.260 1.051 -0.0722 0.204 0.194
Actual 1.7865 0.6541 0.6119 -0.0332 0.2243" | 0.2252"
025 Pagano & Hatfield (1972) 1.7591 0.684 0.628 -0.0337 0.223 0.223
Actual 0.6528 0.5423 0.4691 -0.0231 0.2482" | 0.2271"
010 Pagano & Hatfield (1972) 0.6520 0.551 0.477 -0.0233 0.247 0.226
Actual 0.4312 0.5289 0.4234 -0.0209 0.2397" | 0.2027"
001 Pagano & Hatfield (1972) 0.4334 0.539 0.431 -0.0213 0.259 0.219

Tabla 5.7: Deflexion central y tensiones para una placa cuadrada simplemente apoyada
con una secuencia (0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°) bajo una carga sinusoidal.

0.5 +1.73E+000
I +1.61E+000

+1 48E+000
0.4
[ +1.36E+000
M +1.23E+000

M +1.11E+000
0.3

M +9.88E-001

22/b

M +8 &64E-001

0.2 M +7.41E-001

M +&.17E-001

+4.94E-001
01 +3.70E-001
+2. 47E-001

+1.23E-001

0 +0.00E+000

o 01 0.2 0.3 0.4 0.5
zi/a
Figura 5.12: Desplazamientos transversales W(Eljz) para h/a=0.25. Placa cuadrada laminada

(0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°) simplemente apoyada bajo carga sinusoidal.
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El desplazamiento en el plano i;(0,b/2,2%) a lo largo del espesor es expuesto en la Figura
5.16. Se pone en evidencia el alabeo de la seccion en el caso de las placas gruesas (alta
relacién espesor/lado). Este efecto zig-zag, ya mencionado, es producto de la discontinuidad
de las propiedades mecanicas a través del espesor, siendo mas pronunciado en laminados
donde el modulo de corte transversal varia en forma repentina en su altura. Teorias como la
CPT o la FSDT, ignoran por completo este cambio brusco de la pendiente en las interfaces
entre laminas, no resultando, en un primer momento, adecuadas para placas gruesas. Por su
parte, para placas delgadas, la hip6tesis de seccidn plana parece mantenerse, en concordancia
con la CPT.
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Figura 5.16: Desplazamiento en el plano #,(0,b/2, z%) para varias relaciones espesot/lado. Placa laminada
(0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°) cuadrada simplemente apoyada bajo carga sinusoidal.

5.4 Vibraciones libres. Efectos de la anisotropia en la frecuencia natural.

En este problema se estudian los efectos en la solucién del nimero de laminas asi como del
grado de ortotropia individual de las mismas. Se tiene una placa compuesta cuadrada
simplemente apoyada con una relacion espesor/lado definida h/a = 0.20. La relacion E, /E; asi
como el nimero de laminas, varian. El resto de las propiedades del material son las definidas
previamente. Los resultados son exhibidos en la Tabla 5.8, notdndose una excelente
correlacién con la solucién de la Elasticidad (Noor, 1973). EI modelo brinda una mejor
prediccion de la frecuencia natural al incrementar el numero de capas de célculo,
independientemente de los parametros analizados (ver Figura 5.17, Figura 5.18 y Figura 5.19).
En aquellos casos donde las ldminas presentan una fuerte ortotropia (i.e., alta relacion E, /E7),
la discretizacion del espesor adquiere mayor trascendencia debido a la alta flexibilidad
transversal respecto de la deformabilidad en el plano. Se tiene que a medida que se
incrementa el nimero de laminas (i.e., el grado de anisotropia global de la placa), también lo
hace la frecuencia fundamental, tal como se observa en la Figura 5.20. Lo mismo ocurre al
aumentar el grado de ortotropia individual de las laminas.
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Relacion E, /Er

Laminado Referencia Capas de
calculo 3 10 20 30 40
(0°/90°) Actual 2 layers 6.3374 | 7.0814 7.8053 8.3455 8.7696
4 layers 6.2838 7.0361 7.7696 8.3162 8.7448
6 layers 6.2701 7.0123 7.7253 8.2497 8.6571
8 layers 6.2650 7.0029 7.7072 8.2222 8.6207
10 layers 6.2626 6.9984 7.6983 8.2088 8.6029
Noor (1973) - 6.2577 6.9845 7.6745 8.1762 8.5625
(0°/90°), Actual 4 layers 6.5597 8.2019 9.5224 10.3290 10.8790
8 layers 6.5375 8.1456 9.4198 10.1910 10.7150
12 layers 6.5331 8.1345 9.3993 10.1620 10.6800
Noor (1973) - 6.5455 8.1445 9.4055 10.1650 10.6797
(0°/90°),4 Actual 6 layers 6.6036 8.4281 9.8824 10.7620 11.3570
12 layers 6.5930 8.3993 9.8283 10.6880 11.2680
Noor (1973) - 6.6100 8.4142 9.8397 10.6957 11.2727
(0°/90°); Actual 10 layers 6.6266 8.5478 10.0770 11.0030 11.6300
Noor (1973) - 6.6457 8.5625 10.0842 11.0027 11.6245

Tabla 5.8: Efecto del nimero de capas y del grado de ortotropia de las laminas individuales en la frecuencia
fundamental para una placa cuadrada simplemente apoyada con h/a=0.20.
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Figura 5.20: Efecto del grado de ortotropia individual de las Ilaminas y del grado de anisotropia global en
la frecuencia natural. Solucion de la Elasticidad (Noor, 1973). Eje de ordenadas: w.

5.5 Placa Sandwich.

Los paneles sandwichs representan un caso particular de placas compuestas. El desarrollo
de los mismos surge a partir de la necesidad de elementos estructurales de gran resistencia y
rigidez, que a su vez sean livianos. En el caso mas general, estan constituidos por dos laminas
exteriores llamadas pieles (“Skins”) ligadas por un material de relleno de baja densidad,
denominado nucleo (“Core”), capaz de transmitir esfuerzos de corte. La presencia del nucleo,
gue puede ser de Panal de Abeja (“Honeycomb Core”) o de espuma (“Foam Core”), tiene como
objeto principal aumentar el brazo interno, mejorando notablemente la resistencia y rigidez, con
un minimo incremento de peso (ver Figura 5.21).

En la industria de la construccion su uso resulta atractivo debido a sus buenas propiedades
de aislacion térmica y acustica, facilidad de montaje, elevada resistencia mecéanica y bajo peso
en comparacion a otros materiales tradicionales. Otros usos implican partes de satélites,
cubiertas de embarcaciones, y fuselajes de aeronaves.

Se analiza, para diferentes relaciones espesor/lado, una placa sandwich simplemente
apoyada con un esquema (0°/C/0°), en donde “C” denota el nucleo cuyas caracteristicas
mecénicas son,

(c) (c)
E11"" _ Epp _ (c) _
Ly = "y = 0.04 vi,9 = 0.25
{c) (c) (c)
G13 Gz3 Gi2
—_— = = 0.06 = 0.016 5.6
£ g 0 ® (5.6)
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Los superindices “c”,”s” refieren al nacleo y a las caras o pieles, respectivamente. La altura
se discretizd en 20 capas de célculo iguales, asignandose 2 para cada piel y 16 para el nucleo
(i.e., el espesor de cada piel es h/10, mientras que el de nicleo es h/8).

[ Solid Core Core
Material Thickness | Thickness
t 3t
i 'LHE-;- T
== Nl 4t
i faEE- Ve
Thickness 1.0 7.0 37.0
Flexural Strength 1.0 3.5 9.2
Weight 1.0 1.03 1.06

Figura 5.21: Resistencia y rigidez de construcciones tipo sandwich con nudcleo honeycomb
en comparacién con elementos laminados (F. A. A., 2012).

Los esfuerzos obtenidos son contrastados en la Tabla 5.9 con la solucion de la Elasticidad
(Pagano, 1970; Kant et. al., 2008) y por elementos finitos mixtos 3D de Ramtekkar et. al.
(2003).

h/a Refel’encia 611 622* 6'12 6'13 6’23
Actual 1.5124 0.2482 -0.1455 0.2404 0.1071
Pagano (1970) 1.5560 0.2595 -0.1437 0.2390 0.1072
0.25
Kant et. al. (2008) 1.5560 0.2590 -0.1440 0.2390 0.1070
Ramtekkar et. al.(2003) 1.5700 0.2600 -0.1450 0.2400 0.1080
Actual 1.1330 0.1077 -0.0703 0.3016 0.0528
Pagano (1970) 1.1530 0.1104 -0.0707 0.3000 0.0527
0.10
Kant et. al. (2008) 1.1530 0.1100 -0.0707 0.3000 0.0527
Ramtekkar et. al.(2003) 1.1590 0.1110 -0.0710 0.3030 0.0550
Actual 1.0899 0.0686 -0.0503 0.3194 0.0362
Pagano (1970) 1.1100 0.0700 -0.0511 0.3170 0.0361
0.05
Kant et. al. (2008) 1.1100 0.0700 -0.0510 0.3170 0.0360
Ramtekkar et. al.(2003) 1.1150 0.0700 -0.0510 0.3170 0.0360
Actual 1.0768 0.0540 -0.0429 0.3169 0.0297
Pagano (1970) 1.098 0.550 -0.0437 0.324 0.0297
0.01
Kant et. al. (2008) - - - - -
Ramtekkar et. al.(2003) - - - - -

*Corresponde a la coordenada z = 0.5 h.

Tabla 5.9: Tensiones para una placa sandwich cuadrada simplemente apoyada
con un esquema (0°/C/0°) bajo una carga sinusoidal.
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El desplazamiento en el plano i;(0,b/2,2%) a lo largo del espesor es expuesto en la Figura
5.22. Nuevamente, se observa el alabeo de la seccion para altas relaciones espesor/lado,
efecto que se atentia conforme dicha relacion baja, hasta practicamente desaparecer.

En la Figura 5.23 queda descubierto el mecanismo de funcionamiento de las construcciones
sandwich: las pieles son toman los esfuerzos por flexiéon, mientras que los esfuerzos de corte
son capturadas practicamente en su totalidad por el nicleo. En este sentido, puede trazarse
una analogia con un perfil “doble T”, donde las pieles representan las alas del perfil, mientras
gue el nicleo simboliza el alma del mismo.

h/a=0.25 h/a=0.10

h/a=0.05

-0,50
0° M
-0,40

CORE

h/a=0.01

-0,30 1

-0,20

-0,10

A/h

0,00 -

0,10 A

0,20 -

0,30 A

0,40
0°

00 . . . . . .
-2,00 -1,50 -1,00 -050 0,00 050 1,00 1,50 2,00
Uy

Figura 5.22: Desplazamiento en el plano %, (0,b/2,z%) para varias relaciones espesor/lado.
Placa sandwich (0°/C/0°) cuadrada simplemente apoyada bajo carga sinusoidal.

- -0,50
0,50 - 5
0° 0 ]
0,40 -0,40
o
0301 h/a=0.25 -0,30 + h/a=0.25 o
-0,20 A -0,20 A o
(o]
-0,10 - -0,10 A
. o
<
X\ 0,00 - 0,00 { o
XN N
o
0,10 A 0,10 {
o
0,20 1 0,20 1 o
0,30 0,30 ©
‘ CORE ’ CORE o
0,40 0,40 5 o
0 \ 0 o
0,50 : i i i i n 0,50 : : : : :
-2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 000 005 010 015 020 025 0,30
011 013

Figura 5.23: Tension normal en el plano &;,(a/2,b/2,2%) (Izquierda) y tension transversal de corte 3,5(0,b/2, 2%).
Placa sandwich (0°/C/0°) simplemente apoyada bajo carga sinusoidal. Relacién h/a=0.25.
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6 CONCLUSIONES

El analisis de placas compuestas ha sido considerado en este trabajo. Un modelo mixto de
elementos finitos para el andlisis de placas multicapas es presentado. Problemas clasicos de
referencia para los cuales la solucion de la elasticidad 3D esta disponible han sido
considerados en la verificacion numérica, obteniéndose resultados satisfactorios.

Una principio variacional mixto ha sido desarrollado para derivar el conjunto de ecuaciones
diferenciales que gobierna el problema y sus condiciones de contorno. La inclusién de los
multiplicadores de Lagrange es justificada tedricamente (tanto desde el punto de vista
matematico como fisico) y, posteriormente, avalada por los resultados numéricos.

Los aspectos mas relevantes del modelo se sintetizan a continuacion,

e Cada capa puede ser modelada independientemente, expresando su cinematica
mediante funciones arbitrariamente seleccionadas sin mayor atenciéon en requisitos
de conformidad. Desde este punto de vista, se tiene una formulacién muy general.
En este trabajo, la FSDT fue asumida en cada capa.

e Laformulacién puede ser interpretada como un enfoque hibrido en el espesor.
e Laformulacién por capas representa un enfoque quasi-tridimensional.

e Las tensiones transversales interlaminares {o,;, a = 1,2,3} son directamente
obtenidas sin necesidad de ninguna técnica de post-procesamiento que conlleve
pérdida de precision.

e Facil implementacién desde el punto de vista computacional.
e La formulacion por capas no requiere ningun factor de correccion por corte.

e Desde el punto de vista de la formulacion por elementos finitos, se requiere
continuidad C* para las variables estaticas, mientras que para las variables
cinematicas, depende del campo de desplazamientos asumido en cada capa. En
este trabajo, al adoptarse la FSDT, se requiere continuidad c? para dichas variables.

e La delaminacion puede simularse en forma sencilla al suprimir los multiplicadores de
Lagrange en la zona de estudio. Es importante en dicho caso, verificar que no exista
superposicion de laminas (problema no lineal de contacto).

Con respecto a la estrategia de resolucion del sistema de ecuaciones del modelo de
elementos finitos, el inconveniente de la matriz de rigidez no definida positiva tipica de las
formulaciones mixtas ha sido superado sin mayor complejidad a partir de la condensacion de
las variables cinematicas, lo que permite obtener las variables estaticas en una primera
instancia. Asi mismo, esta metodologia, en conjunto con el Método de Iteracién Inversa, ha sido
aplicada en el problema de autovalores.

Finalmente, algunas importantes conclusiones derivadas de los resultados numéricos son
establecidas,

¢ El modelo de elementos finitos converge a la solucidn analitica conforme se refina la
malla en el plano.
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La formulacién MITC resulta en un elemento finito insensible a la relaciéon h/a, adn
para mallas con diferentes grados de distorsion.

En placas gruesas, la deformacion normal transversal juega un rol relevante y debe
ser tenida en cuenta indefectiblemente a los efectos de obtener resultados precisos,
especialmente en placas sandwich. Para placas delgadas, esto no es cierto.

En placas gruesas, la discretizacion del espesor mejora la solucion numérica debido
a que la energia de deformacién por corte se computa con mayor rigurosidad. En
placas delgadas, este efecto pierde importancia y por lo tanto, no es necesario un
refinamiento de la malla en el espesor.

En placas delgadas, una variacién lineal en el espesor de las componentes en el
plano del campo de desplazamientos es correcta. No obstante, para placas gruesas,
la seccién se alabea y la hip6tesis de secciones planas no es valida. El efecto zig-
zag es debidamente reproducido empleando una aproximacion lineal dentro de cada
capa.

Cuando las laminas presentan una fuerte relacién de ortotropia, la discretizacion del

espesor adquiere mayor trascendencia a causa de la alta flexibilidad transversal
respecto de la deformabilidad en el plano.
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APENDICE A: Relacion Constitutiva para laminas reforzadas con

fibras

Sea una lamina reforzada unidireccionalmente con fibras continuas, se asume un modelo de
material hiperelastico ortétropo. Los ejes principales del material de cada lamina son definidos
tal que 2z* es tomado paralelo a la direccion de la fibra, 22 transversal a la direccién de la fibra
en el plano de la lamina, y 23 perpendicular al plano de la lamina.

La relacion tension-deformacion se expresa como,
Ga8 = Capcp écp (A.1)
Gaz = Cy3cs 283

La virgulilla (7) indica que las cantidades estan referidas al sistema de coordenadas del
material {Z%, @ = 1,2,3}. Las componentes no nulas del tensor Constitutivo son,

2

C~' _ EL C _ ELET C~' _ ELETvVLIT
1111 = o _n o2 2222 = L. . 2 1122 = o o 2
EL~ET viT? EL—ET vir? EL~ET viT?
Ci212 = Gir Ci313 = Gi3 Cr323 = Gr3 (A.2)

donde E,, E; representan los Médulos de Elasticidad en las direcciones z1, 22, respectivamente,
v,r es el coeficiente de Poisson que define la deformacion en la direccion z2 debido a un
estiramiento uniaxial en la direccién 2, y G,r, G,3, Gr; Son los Modulos de Rigidez a Corte en
los planos z1- 22, z1- 23, 72- 23, respectivamente. Estos coeficientes elasticos son definidos, o
bien, por consideraciones tedricas (p.gj., Teoria de Mezclas), o bien, por ensayos de laboratorio
(ver Jones, 1999).

Las siguientes relaciones de simetria son presentes,

Capyn = Cyuap = Cpayu

= Cappy
En las estructuras multicapas planas, las laminas son apiladas con sus planos Z-22

paralelos entre si, pero con sus fibras orientadas arbitrariamente respecto del sistema de
coordenadas del problema.

Figura A.1: Sistema de coordenadas material y del problema.

Sea {z% a =1,2,3} el sistema de coordenadas del problema, y sea {Z% a =1,2,3} el
sistema de coordenadas principal del material, tal que el eje z3 es paralelo al eje 23 (i.e., el
plano z!-z? es paralelo al plano 2!-72) y el eje 2! es orientado un angulo +6 en sentido anti-
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horario respecto del eje z! (Figura A.1), las coordenadas de un punto en el sistema {z%} son

referidas en el sistema {Z*} como,
sa — ja £
Z% = l'B Z
donde l‘."ﬁ son los cosenos directores,

cos(0) —sin(0) O
L=] sin(@ cos(®) 0
0 0 1

La siguiente relacién se cumple,

L'=L"

(A.3)

(A.4)

(A.5)

Al rotar las coordenadas {Z“} alrededor de la normal transversal a la lamina, los coeficientes

elasticos CaEw transforman como componentes tensoriales de cuarto orden,

g B s A
Caﬁyt?_lualp lnle Cupmc

En forma explicita, para cada componente no nula,

Ci111 = Ci111 cos*(0) + 2 (C~1122 +2 C~1212) cos?(8) sin?(0) + Cyy2, sin*(6)

Cir22 = Cia2z €05*(0) + (Cr111 + Crz2p — 4 Ciz12) cos?(6) sin?(6) + Cy1, sin*(6)

Ci112 = (Cia22 + 2 Ciz15 — Ci111) c0s3(0) sin (8) + (Cpz22 — 2 Ci212 — Ci122) cos () sin®(6)
Ca222 = Cp207 €0s*(0) + 2 (€122 + 2 Ci212) cos?(6) sin?(6) + Cy114 sin*(6)

Ca212 = (Caa22 — 2 €112 — C112) c0s3(8) sin (8) + (Cy122 + 2 Ci212 — Ci111) cos (B) sin®(0)
Ciz12 = (Ci111 + Caz2z — 2 Cia2z — 2 Cia12) c0s2(0) sin?(8) + Cip15 (cos*(8) + sin*(6))
Ci313 = Ci313 c05%(6) + (3323 sin?(6)

Ci323 = (Ca323 — Ci313) cos (8) sin ()

C2323 = G323 €0s%(8) + Ci313 sin?(6)

(A.6)

(A.7)
(A.8)
(A.9)
(A.10)
(A.11)
(A.12)
(A.13)
(A.14)

(A.15)

Desde luego, las condiciones de simetria del tensor elastico, previamente mencionadas,

contintian siendo validas.

De este modo, la relacién tensidn-deformacién en las coordenadas del sistema se puede

expresar en forma matricial como,

1Q
I

I'e)

Itn

donde,

_ T
0 =011 05, 01 013 03]

_ T
=[e11 &2 281, 2813 2653 ]

)

T-C-TT

c

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)
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DY

1111 51122 0 0

e}
I

0
61122 62222 0 0 0
0 0 Cpy O 0

0

0 0 0 ¢

0 0 0 0 cC

L 2323 |

Teniendo en cuenta la siguiente identidad trigonométrica,

sin (2 8) = 2 sin(0) cos(0)

la matriz de transformacion T es formada por inspeccion a partir de (A.7)-(A.15),

sin”(0) cos”(6) —sin(20) 0
—sin(0) cos(8) sin(0) cos() cos®(B)—sin®(H) 0

=
I

cos”(6) sin” (0) sin(20) 0

0 0 0 cos(6)
i 0 0 0 —sin(6) cos(6) |

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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APENDICE B: Bloque por corte (Shear-locking)

A los efectos de discutir este fenédmeno numérico, se considera el elemento isoparamétrico
de viga de dos nodos con continuidad c? (“Timoshenko beam element”) de la Figura B.1, cuyo
uno de sus extremos se encuentra empotrado, mientras que el restante es sujeto a un
momento flector M, (ver Bathe, 1996). Se denominan L, b, h a las dimensiones coincidentes
con los ejes z1, z2, z3, respectivamente.

Seccion A-A

b
M, i
<A Foo
| - h
o / e -
A 1 72
NN L =! z
¢ Y3
Z 3
a1 o2
c o
1 2
T
r=-1 r=0 1‘=+l
Figura B.1: Elemento isoparamétrico de viga.
En la formulacién isoparamétrica,
2t = Y2, Ny 2} (B.1)
w =32, N, w¥ (B.2)
By = Zi=1 P ﬁA{( (B.3)

donde w es el desplazamiento transversal, B, la rotacion de la normal paralela al eje z3
alrededor del eje z2 y {N,(r), r € [-1; +1]} las funciones de forma,

N1=

1-r
2

(B.4)

_ 1+4r

Nz— 2

La tilde circunfleja (~) indica variable nodal. Vale destacar que la variacion dentro del
dominio del elemento de las variables interpoladas es lineal.

El Jacobiano de la transformacion resulta,

A L

J=%RaN, 2k =7 (B.5)

Las derivadas de las variables cinematicas respecto de la coordenada longitudinal z* son,
W, =Y, N, wk (B.6)

:81,1 = Zi:l Nk,1 BA{C (B.7)
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Aplicando la Regla de la Cadena,
Nk’1 =]_1 Nk’T (B8)
y teniendo en cuenta (B.1)-(B.5), las expresiones (B.6) y (B.7) se pueden reescribir como,

wl+

e
=R

W, =— w? (B.9)

B, =—7 Bl +1 B (B.10)

Asumiendo validas las hipétesis de Timoshenko (version unidimensional de la Teoria de
Mindlin), la deformacién por corte esta dada por,

Y13 =W,1— B4 (B.11)

Introduciendo (B.3) y (B.9) en (B.11), y aplicando las condiciones de contorno del problema

(W' =pi =0),
1 < 1 5
yis =7 W2 ——= p? (B.12)

Para este ejemplo en particular, la deformacién por corte debe ser nula en todo el dominio
del elemento. Imponiendo esté requisito,

1+r 4

=B (B.13)

1
0 =-w?—
L

Sabiendo que el primer término de la derecha en (B.13) es constante y el segundo término
tiene variacion lineal, la tnica forma de que se cumpla la igualdad anterior es que w2 = fZ = 0
y, por lo tanto, no exista deformacion.

De igual manera, si se fuerza la condicion (B.13) utilizando 2 puntos de Gauss r = +1/+/3
(i.e., integracion completa), se obtiene que la Gnica solucion implica, nuevamente, w? = 2 = 0.

No obstante, forzando (B.13) en un solo punto de Gauss r = 0.0 (i.e., integracion reducida),
se llega a la relacién,

w2 = g 2 (B.14)

que puede cumplirse para w?, ? distintos de cero.

Se pone en evidencia de este modo, coOmo a causa de la interpolaciébn empleada, la
deformacion por corte no puede anularse en todos los puntos del elemento utilizando
integracion completa. Este error no permite cumplir con la hipotesis de Bernoulli (0, Kirchhoff en
placas) cuando el elemento es delgado, resultando en desplazamientos menores respecto de
la solucién exacta como consecuencia de una rigidez excesiva del modelo de elementos finitos.

A fin de estudiar como se comporta el elemento conforme la relaciéon espesor/longitud
disminuye, se plantea la energia interna de deformacion,

U =2 By, dzt + ZF [[w,,— B2 d7? (B.15)

donde E, G representan el Médulo de Elasticidad Longitudinal y de Rigidez a Corte del material,
respectivamente, mientras que I es el Momento de Inercia respecto del eje z? de la seccién
transversal de area A. El coeficiente k es el factor de correccién por corte.

Dividiendo (B.15) por (EI/2),

% - foL ﬁl,lz dz' + a foL(W'l_ p1)?dz! (B.16)

73



El factor « = (G A k/EI) puede ser interpretado como un parametro penalizador, donde
a — oo cuando h — 0. Conforme la magnitud de a crece, la rigidez a corte se vuelve dominante,
pudiéndose despreciar la rigidez a flexion. Entonces, la solucién por elementos finitos resulta
inversamente proporcional a este factor «. A medida que el elemento es mas delgado, dicho
factor crece rapidamente y las deformaciones tienden a anularse, produciéndose el bloqueo de
la solucion debido al efecto de la rigidez a corte. Este fendmeno es una particularidad de cada
elemento, no de la estructura que se analiza.

Finalmente, vale destacar que si bien el ejemplo presentado sirve para ilustrar el problema
numeérico de bloqueo, su tratamiento en problemas de placas y cascaras es mucho mas
engorroso, conduciendo a una solucién mucho més compleja.
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APENDICE C: Derivacion de la interpolacion del corte transversal

Se considera el elemento de cascara (“shell element”) de 4 nodos de la Figura C.1. Usando
elementos finitos isoparamétricos, las coordenadas cartesianas antes de la deformacion se
definen como,

°2(r,5,6) = Tty Ni °2i == Titoy Ni [ V], (C.1)

donde N;, son las funciones de interpolacién dadas en (4.32), °z, las coordenadas cartesianas
nodales, h* el espesor de la cascara en la direccion t del nodo k, y °V, el vector director (que
no necesariamente es normal a la superficie media). El superindice a izquierda refiere a la
configuracién del elemento ("o" para la configuracion inicial, mientras que "t" para el estado
final). La expresién (C.1) describe un elemento de cascara con espesor variable.

Figura C.1: Elemento de cascara de 4 nodos.

Los desplazamientos de un punto en funcion de las coordenadas naturales estan dados por,

u(r,s,t) = Shoy Nett =2 k) Ne [R (=°Vs = B.°V2)], (C2)

donde °u® son los desplazamientos nodales en la superficie de referencia, mientras que
(B1, B2 son las rotaciones del vector director °VX alrededor de los vectores °VE y °vk,
definidos como,

oyk — _e2XVi
=17 Jle x ok,
(C.3)
k k k
O!Z - o!n X 0!1
siendo || - ||, la norma euclidea. El operador " x " denota el producto vectorial.
La posicién de un punto después de la deformacién queda definida como,

tz(r, s, t) = °z(r,s, t) + u(r,s, t) (C.4)
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Incorporando (C.1) y (C.2) en (C.4),

2(r,5,t) = Thoy {Ni %z =5 Nie [h O], + N 2 =2 Ny [ (=8,°W, = B°V,)],} - (C5)

En el sistema de coordenadas natural del elemento, los vectores base covariantes se
definen como (ver, p.ej., Dvorkin y Goldschmit, 2005),

& =5 g =5 g =3 (€6

De este modo, para la configuracion inicial se tiene,

t
"gr = Yk=1 N, °zy — > Yi=1 N, [h OYn]k
t
°8s = =1 Nie,, %2k =5 Tie=1 Nioy [h V], (C.7)
1
°8t = -3 Yik=1 Nk [h o‘_/n]k

mientras que para la configuracion deformada,

‘gr = Xi=1 {Nk,r °zy, —§ Ny, [1 V], + N, —é Ni, [h (=B1°V: — ﬁzo‘_lz)]k}

g, = Ny {Nio, %z — 5 N [R O], + Ni w =S Ny [R(=5,°V: - B,°W5)], ] (C.8)
tge = Tioy {3 Ne[A W], =3 Nic [ (=5:°W: - B2°V)], }

Los vectores base contravariantes son definidos a partir de la siguiente expresion,

8" gy =98% (C.9)

donde 8%, son las componentes mixtas de la Delta de Kronecker, y a, y varian sobre (r,s, t).
Ademas, las siguientes relaciones se mantienen,

Jay = 8a " By (C.10)
g =98, (C.11)

en donde g,, ¥ g% son, respectivamente, las componentes covariantes y contravariantes del
tensor métrico.

El tensor de deformacién de Green-Lagrange puede ser expresado en el sistema
coordenado natural empleando componentes covariantes y vectores base contravariantes,

otg = &4y "g"‘ ogv (C.12)

donde la virgulilla (7) indica que las cantidades son medidas en el sistema de coordenadas
natural y,

. 1
Eay =2 (tga - tg, — gy - D§y> (C.13)

Reteniendo solo los términos lineales, las componentes asociadas al corte transversal son
(Bathe, 1996),

~ 1 (0 a
Ee=1 (2 g+ 2) (C.14)
~ 1 (0 a
o= (et 8 5)) (©19)
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Particularizando para un elemento de placa plano (Oy,, =e3 Vi=eg; %V, = gz) de espesor
constante h, se tiene para la expresion (C.7),

°gr = Xik=1 N, °Zk

°8s = Xk=1 Ny, °zy, (C.16)
1

"gc =-3 h°V,

Reemplazando (C.16) en (C.14) y (C.15),
~ 1 h h h
&t =3 Yik=1 X1 (_E Ni,,. ug +3 Ny Bf N, °zi + 2 Ny B5 N, 0212) (C17)

. 1 h h
Est =3 Ti=1 Li=t (_; Nie, ug +5 Nk Bt N, °z +2 5 Nk B3 Ny, le) (C.18)

Se plantea la siguiente interpolacién para las componentes tensoriales asociadas al corte
transversal (Dvorkin & Bathe, 1985),

26, =(1+5s) &4+ (1—5) & (C.19)
26, =(1+7r) &l +(1—-r)&8 (C.20)

donde (éﬁt,éft,éscf,éﬂ) son las componentes del tensor de deformaciones infinitesimales
evaluadas en los puntos A, B, C y D (denominados “puntos de muestreo”) a partir de la
interpolacién de desplazamientos (4.26)-(4.28) (ver Figura C.2),

= 2 [ —ud) - 22 (gt 4 pp) - (gt 4 )] (C.21)
&= —g |z —ud) - 2272 (g7 + g7y — "5 (g2 4 )] (C.22)
g = — 2t —ud) - 2 gt + ) - (gt + 7)) (C.23)
= ad—uf) 2 (g1 gy - (g 4 ) (C.24)
En
2 t A 1 grcr

D —
B ro
€
3 c 4
~D
SSF

Figura C.2: Interpolacion de la deformacién transversal por corte.

A los efectos de expresar las componentes interpoladas en el sistema de coordenadas
cartesianas, se aplica la siguiente regla de transformacion,

Eay °8° °8 = £y " €° (C.25)
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De este modo,
261 = 28, (%87 1) (%8 €3) + 28 (°8°-&1) (8" - 3) (C.26)
260 = 26, (8 €2) (°8" - €3) + 280 (°8°€2) (%8 e3) (c.27)

con los vectores base contravariantes ("gr, °g*, "gf) definidos segun (C.11), siendo las
componentes contravariantes del tensor métrico °g*",

ogrr = Catr Bl)z+(czz+r By)? (C.28)
16det(] )

0 .55 (A1+s}31)2+(A2+s}32)2

16 det(] )

(C.29)

o .rs _ (C1+7 B1) (A1+s B1)+(Ca+7 By) (Ax+5 By)
- 2
16 det(] )

( ogrs — ogsr) (C30)

donde Ay, By, Cq, Ay, B, y C, son definidos en (4.41), v,

0 _ 4
gtt = (C31)

Después de algo de algebra, finalmente se obtiene,

_ Ca+7By uz-ud  %z1-%23 .1 2y _ %28-%25 2
2esy = it () [F55 — E (BE 4 B - E (B D) +
4 3 o,1_o0,1 0,2_0,2
— Us~Us %4 73 4 3 _ %47 %3 (pa 3
+1-9) |55 BB - D)+
__AytsBy uz-ug  °z4-%z; (1 4y _ 278-%2F g 4
s () [P - (L ) - (B D) +

F(-r) [B - (g2 gy - (g2 4 3]} (C32)

_Ci+rBy uj-uf  %21-%23 .1 2y _ °78-%25 4 2
28y3 = 8 det()) {( +s) [ —a (Bt + B7) —a Bz + Bz)] +
4_ .3 o,1_o0,1 0,2_0,2
+(1—5) [ A (gt ) - B (B D)+

#2814 p) [ - 20 g gy - 0 (g ]+

F( - ) [B - (g2 gy - (g2 4 3]} (C33)
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APENDICE D: Matrices del modelo de elementos finitos

En esta seccion son desarrolladas las matrices del modelo a nivel elemento. Por
simplificacién de la notacion, los indices que refieren a la capa o al elemento son omitidos
ocasionalmente.

Incorporando (4.32) en las expresiones (4.26)-(4.30), las variables dependientes son
aproximadas dentro del elemento en términos de sus valores nodales como,

donde,

Siguiendo la relacion (3.21), las deformaciones en el plano g, = [ &4, £2,612 17
forma,

u, =Ny,
w = Ny
B =Ng
A =N;
A =N,

EECRE)

1

u, =[Uor Uoz |

E =[p B.1"

A =[4 217

N =[N1 N, N; N, O 0 0 O
= 0 0 0 0 Ny N N; N,
N, =[Ny N; N3 N,j

M”°=[I\(I)1 l\(I)Z 1\(I)3 l\(I)A‘ I\?1 l\?2 I\(1)3 1\?4
le[Nl N, N; N, 0O 0 0 O

- 0 0 0 0 Ny N N3 N,
Hu=[N1 N, N3 Ny

O, =t 03 83 U5 fg 05 45 ﬁgz]T
w=[w w2 % w*]T

B =[p B2 B Bt B2 BB ARV
A=A 2 O3 R 2B KT
L=[4 1 3 uI°

§p=§'(EO+Z3E)

con la matriz de interpolacién desplazamientos-deformaciones definida como,

N1’1 N2,1
B=|0 0
N1'2 N2'2

N3,1 N4_1 0 0 0 0
0 0 N1,2 Nz,2 N3'2 N4r2
N3'2 N4’2 Nl'l Nzrl N3’1 N4_'1

(D.1)
(D.2)
(D.3)
(D.4)

(D.5)

(D.6)
(D.7)

(D.8)
(D. 9)
(D.10)
(D.11)

(D.12)

(D.13)
(D.14)
(D.15)
(D.16)

(D.17)
(D.18)

tienen la

(D.19)

(D.20)

Las derivadas de la funciones de forma respecto de las coordenadas del problema son
llevadas a cabo aplicando la Regla de la Cadena, como se detalla en (4.35)-(4.37).
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Por otra parte, la deformacion de corte transversal g, = [ 2&,3,2¢,5 ] T (4.39)-(4.40) se puede
expresar como,

g =N, "Ny (N ®+N, 5 B) (D.21)
en donde,
1 C,+rB, -(A,+sB
N, = |: 2 2 ( 2 2):| (D.22)
8det(l) -(C,+rBy) A +sB
[ (1+ 0o (1- 0
N, (1+5) (1-5) (0.23)
0 (l-r) 0 (1+r)
L 0 o0
2 2
o 5 -5 0
N, , = N L (D.24)
0 0 -= -
2 2
1, g 1
L 2 2
- Zl-Z2 Zl-Z2
_Z1-21  _Z1-2Z1 0 0
4 4
z2-73 Zl-zf
0 14 ! 7 0
s = z1 -z} z1 -z}
0 0 1-21 _Z1-21
4 4
Zl-Z4 Zl-Z4
_Z1-2Z1 0 0 _Z1-21
L 4 4
Zl-Z Zl-Z2 ]
_Z2°22 Z2°22 0 0
4 4
22-23 VA -23
0 B 24 2 24 2 0
43 43 (D.25)
0 0 _Z2°2Z2 @ Z2°22
4 4
Zl-Z4 Zl-Z4
_Z2°22 0 0 _Z2°22
4 4
La relacion Constitutiva (3.54), se reformula como
Nzhgp'g'go
h3 =
M=--C, BB (D.26)
Q=hCN Ny (N W+N, 5 B)
donde las matrices Constitutivas referidas al sistema de coordenadas del problema son,
Cllll C1122 61112
. 61313 61323
gp: Cizz Coza Coopz , C = (D.27)
61323 62323

61112 62212 61212
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Asi, las expresiones (4.12)-(4.22) se reescriben como,

0=5a"" [ o[ BT-C{"-B-0” = NS N, -2® +p, by N.T-N,, - 6] do (D.28)

0=0@M" [ [h N NGNS G Ny NNy @+
+h, NyTw "Ny - ﬂ]T ' Eél) "N;"Ny'Ny g -Eﬂ) +
NN, 27 =N q+p; by NI N, - W P]d (D.29)
0=6BM7 oo [h N, - NN €V NNy Ny - @)
+hy NVT,; NN G N NN g B+
BT CB-BUHE NS N AP+

3 =
+p1 o NNy -E<1>] dQ (D.30)

0=068,"" fo[hB" € B 8" NN, -2 4
+NJ Ny A0+ p NN, -6 ] do (D.31)
0=6w0T. fnfe“ [hi HVTW Ny 'N]T . Egi) ‘N, -Ny-N, w4
+h; HyTw 'HNT 'N]T ' Eéi) 'N} "Ny 'Nyfﬁ 'E(i) +
NS N A NI N, 2P 4 p NN, - W 9dO (D.32)
0=6BO" foo [N, NN N7 €Ny Ny Ny - ®0

+h N, NN -N,T- €Ny Ny Ny g - B9 +

BT C(l) B- B(l>+ NB . .Z(i>+
MONTLON, A0 4 BN TN B9 da D.33
+5 Ng "N+ 4 +pi 5 Ng "Ny B ] (D.33)
i=2,..,.n—-1
0=068,"" [ [h BT €7 B 8" + NNy - A 4 p by NN, - B57] ) (D.34)
0 =607 foo [hn NIy NN NST- €Ny Ny Ny - @00+
+hnﬂyTw'ﬂNT'N]T' gén)'ﬂj'NN'Hyfﬁ'Em)'F
+NJ N, - A+ p, hy NJT- N, - W ™]d0 (D.35)
0=6B"" [y [ N NN €Ny Ny Ny - @ +
+hy M-NNT-N,T- ¢ NNy Ny g B+
BT C(”) B- B(n)+ NT N, A(">+
e N TN, B™]da D.36
+pn 55 Np "Ng-B ] (D.36)
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0=80T- [ [ﬂ,{r'ﬂu'u”)+ NT-Ng B9 +
~NJ-N,-av-" +’lfT—1 N7 Ng .Eo‘—n] dQ

0= SZgj)T'fﬂ [N/;FNW 'V_’\\IU) _Nl;l".NW 'V_’\\IU_l)]dQ

La siguiente relacién es aplicada (ver, p.ej., Reddy, 2006)
fo, ()= [T () det()) drds

Estableciendo las definiciones,

A =h [T [ BT-C)-B det(]) drads

A = f BT B det(]) ards

EO =, fff fff N NN €Ny -Ny- N, det(]) drds

DO =hy [*F [N NN €Ny Ny oN, p det(]) drds

GO =h [T NS NS N €PNy Ny - Ny, det(]) drds

H, = ["1 "' NNy det(]) drds

H =7 [") NN, det(]) drds

HO =2 [*H U NGT N, det(]) drds

MY =phy [7 [0 NT-N, det(]) drds

MO = p b [T NT-N,, det(]) drds

MY = p, —f“f“ Ng N det(]) dr ds

FV = f+1f+1N T qdet(])drds

(D.37)

(D.38)

(D.40)

(D.41)
(D.42)
(D.43)
(D.44)
(D.45)
(D.46)
(D.47)
(D.48)
(D.49)
(D.50)

(D.51)

se obtienen finalmente las expresiones (4.42)-(4.52), donde la evaluacion numérica de las
integrales es llevada a cabo mediante el método de cuadratura de Gauss (ver, p.ej., Burden &

Faires, 2011),
AW = p, BT-¢"-Bdet(])}a, q

A(;>=hli_: ET.EI(Ji).Edet(]_)}ap a,

)} ap Aq
>} ap g

| N

{

{

E® = h, NG, yNG, {NyTﬁ Ny N,T Eéi) ‘N;* Ny N, o, det(
v (N

D = N Ny N7 ggi)'N]'NN'Ny_B det(

| -

(D.52)

(D.53)
(D.54)

(D.55)
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g(i) = h; 2’21 2521 {NVTW
H = NG NG N T, N, det
Hp a=1Zp=1 (N " N; de

H, =3NS yNG {N T-N, det

B =2 3he e (N Ny det( ] )} @, &

Mm = pi by Ng ggl {NJ'Nu det(]_) ap Aq

MY = p PPN {N ‘N, det(]_)} a, a,

Mm_p‘ 112 Zg21 Tyl { Ny det(]_)} % Yq

E® = 536 538 NS g det(1)} @, a

NN €7 NS NN,

det(]_)} a, ag (D.56)

(D.57)
(D.58)
(D.59)
(D.60)
(D.61)
(D.62)

(D.63)

donde NG representa la cantidad de puntos empleados en la cuadratura, mientras que «
simboliza el peso asociado a dicho punto.
Para un sistema de 3 capas, la matriz de rigidez es expresada en la Figura D.1.

Ay o 0 H, 0}

0o G¢» g0 | H, |

0o EV AP+D®IHP o !

H, 0 HY {0 o0:H, 0 H” |

o H 0 [0 00 H 0 |

—— e e - - - = ———— _,g_. [ —— .E. [ap— _2. - - - - - —— - ————— ——— _E [ —
H, 0 AP 0o 0 -H, 0
0o H !0 ¢ E®T 10 -H
E lll$'2> 0 E 0 E<2> éé2>+]_)<2> E Hf}) 0
-H, 0o HP 10 0
0 H 0 0 0
| El_ip 0
E 0 B
| | 1Y o

e e e e e o e e e e e e e e e e e 1 e e 2 e e e e e e 1

Figura D.1: Matriz de rigidez. Modelo con tres capas numéricas.

o HY
H, 0

o o
c»  EOT

B9 AP +p®
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